
OPTION PHYSIQUE 

Agrégation 
(Concours Externe) 

OPTION : PHYSIQUE 

Épreuve A : Composition de Physique - Session : 1996 

1.1. Généralités. 

Voir les cours de thermodynamique. 
1.1 3. H = U- V,.VE et dH = - VE dV,+ T.dS 

A = U - T.S et dA = V,.dV, - S dT 
G = H - T.S et dG = -V,.dV, - S.dT 

1.2. Cas du gaz parfait. 

Voir les cours de thermodynamique. 

1.2.2 2. a) Gaz parfait : U,= U, * TZ= T, =z. HZ= H,,Si = nC, In(T,)+ nRIn(V,)+ SO. 

AS = nR 110, quantité positive car l’évolution est adiabatique irréversible. 

b) Le gaz n’est pas parfait : AU = U,-U, = 0 (imposé par la transformation) ; T2 n’est pas 

connue mais le plus souvent inférieure à T,. 

AH = H,-H, est impossible à prévoir ; AS = S,-S, > 0 comme en a). 

1.2.2.4. a) Gaz parfait : H, = H, * T, = T, * U2 = U,; Si = nC, In(T,) - nR In(P,) + So. 

AS = nR ln2, quantité positive car l’évolution est adiabatique irréversible. 

b) Le gaz n’est pas parfait : AH = H,-H, = 0 ; T, n’est pas connue mais il existe une température 

d’inversion qui dépend de la nature du gaz 
Existence d’une température d’inversion 

AU = UJJ, est impossible à prévoir ; AS > Ocomme en a) 

I 2 2 6 Gaz parfait : dA = -pdV -SdT, et A = U -TS = C,T-C,T.Ln(T) -T S, + RT Ln(V) ; 
dG = Vdp -SdT, et G = H -TS = C,T-C,T Ln(T)-T.S’, - RT.Ln(P) 

1 2 3. Le mélange étant idéal, AU = AU, + AU2 = 0 j T, = T, = T, a AH = 0 et P, = P: = PJ2. 

D’après le théorème de Gibbs AS = AS, + AS, = 2nR ln(2) positif due à I’adiabatique irréversible 

quand les gaz sont différents AS est liée à la notion de désordre. 

Gaz identiques : macroscopiquement il n’y a aucune cause d’irréversibilité, c’est le paradoxe de 
Gibbs levé en tenant compte de I’indiscemabilité des molécules 

2.1. Étude de la pression. 
Voir les cours de thermodynamique. 

2 1 I v,, = v,, et v,. =Y*, 

Variation de quantité de mouvement d’une particule : 2mvcosO. 

dN = n.dS v.dt.qv).dv.2rc.sinO.dW4n 

dP=2.m v cosO.n.dS v dt f(v).dv.2x.sintl dW4n ; p = nmu2/3. 

Pression cinétique : transfert de quantité de mouvement à travers une surface de contrôle. 
Pression moléculaire : négative, due aux intéractions à courtes distances, nulle dans le cas d’un gaz 

2 1 2 Théorème du viriel : 2. < fTc >- -iFcX,,.OM, - ccF& ,-,. OM, . 
t-1 e-1 1.1 

Gaz parfait 2. < E, >- -iFes __,,. OM, = (-p)n~~,.OP.dS 
I-1 
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2.~ E, 2= 
47 

(-p)n<,,.OP.dS= 
?7 

n 11, .OP .dS , nCn .OP.dS = Div(OM).dz =3V 

et p=n m.u”/3 
2.1.3 Dans le référentiel du laboratoire v’, = v, et v’. = v. + 2 ud 

Ae, = Z.m.u,.v.cosO en négligeant (u,,/v)’ 

dN = n.dS v.dt.f(v).dv.2x sinO,dg/4rt 

dE,= 2.m.v.u,.cosFJ.n.dS.v.dt f(v).dv 2n sinO dg/4n 

Puissance de l’opérateur = P = -inmt? dV/dt, soit 6W = -pdV 

Résultat connu : 6W = -pdV 

Hypothèse faite ud << vitesse des particules toujours vérifié 

2.2 Le nombre dN de particules sortant par dS pendant dt avec la vitesse v, localisée dans dR, 

dans la direction 0 avec la normale à dS est donné par : dN = n v f(v).dv cosg.dt dS.dQ /4n 

2 3.1 Loi de Maxwell-Boltzmann Densité de probabilité non uniforme dans l’espace des vitesses. 
Exemple 

1 > 
-2 

dN -A.nt ‘lT dv,, i- J --+&, ..E; f@)-E.;s, 

3 m2 

.4nvZ.e 
-= 

2.3 2 Vitesse quadratique moyenne u i mu’= 3(k,T/2) soit 

Vitesse moyenne : V = 

Vitesse la plus probable v* : v* = 

Expression de la pression : p=n.k,.T 

Equation d’état du gaz parfait : pV=nRT 

H2 : v = 2,52 10’ ms.’ ; v* = 2,23 10’ m s-’ , u = 1.93 10’ m s.’ 

N2 : ; = 0,67 10’ m.s’ ; v* = 0.60 101 m.s-’ ; u = 0,52 10’ m.s ’ 

2.3.3 Jet de particules : vp* = u -,/m 

2.3 3.1 x=vcos&t, z = v.sin0.t - 1/2gt’. gt = 2v si&, ou encore :g I = 2J.sing.cost) 

z = -tang.x.(x-I)/l et pour x = 21, z = -2l.tang; z* = -2l.tanO*. 

vp* = 274 m.s-’ ; gl I vi’ =l,3 10A= 28’ = -‘;’ d’ou z*=-O,l3mm 

Linéariser les équations 

dN = n.dS.vdr. A3.4nv’emGdv avec A = 

dN 
P?I”* 

d, proportionnel à : v6.e -= , o(z) = Kt-‘P 
+4 

z 
mgt 3 

, avec Z, - - = -z* 
2k,T 2 

u(z) maximum pour z= z, / 3. z,,, - z * /2 ;z,,, =0,06 mm ; courbe 
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2.3 3.2 Particules dans champ magnétique très inhomogène; quantification du moment 
magnétique Ag 
pesanteur négligeable : mg « u ( dB/dz) en effet : 0,176 l O-23 << 920 1 O-23 

nI”l 

v6.e -= soit encore 

& 
e-i P proportionnel à : z). avec z, - 2k,~\z 

Deux taches distinctes : due à la quantification du moment magnétique 

e++ 
- -K - 

i 
si z < 0. Extremum pour z = *z,/3. 

Aoolication numérique. z,= 0.05 m, soit 5 cm. Les deux taches distantes de 33 mm 
(dN/)cI, : la courbe dN/dz présente un maximum pour z=O ; elle serait très différente. 

2.3.3.3 Modèle simple : Les particules arrivent avec u(T) et repartent U(T,,.,..). 
Partie à T :nv/6 particules e variation AP= 2mv s Force en MI?/~. 
Partie à T’ : nv/6 particules * variation Ap= m(v’+v) * Force en nmv(v’+v)/6. 
D’où Résultante en nmv(v’-V)/O, proportionnelle à 1 - J-r/T 
Orientation de cette force :F de T’ vers T si T’>T 

3.1 a) et b) voir les cours sur la statique des fluides 
c) résolution => n(z) = n0 exp (-mgukT) 
d) mgz = énergie potentielle 

3.2.1 Loi de distribution de M.B.: dP = A exp [ - (Wpot (p,q) + Wcin (p,q))/kT] dpdq 
3.2.2.1 <W> = kT/2 - termes quadratiques indépendants en p,q (Ap2 + Bq2) 
3 2 2.2 a) 3 termes quadratiques : translation : (~~~,y,~) - U = (3/2)kT - +3/2R, Cp=5/2R, y  =5/3 

b) 5 termes quadratiques : translation + rotation - U = (5/2)kT - &=5/2R, Cp=7/2R y  =7/5 
c) 7 termes quadratiques : translation + rotation + vibration (oscillateur harmonique) 

U = (7/2)kT - Cv=7/2R, Cp=9/2R, y  =9/7 
d) A 1 = 0.17 mm (radio) <r~2> _ 0.8 Angstroms ; h2 = 2.3 pm (infrarouge “proche”) 

3.2.3 a) W =- p.B8 = - uB0 cos8 - 
b) dN = A exp [uBOcost3/kT] dR - (pourquoi : dS2 = d+ sine dB !) 
c)<M>=N<pz>=Nu[cothx-l/x];x=pBO/kT; 
d) haute température ou faible champ => loi de curie CM> = np2/3kT 

- basse température ou fort champ => saturation : CM> = np 
e) définition de x p - magnéton de Bohr 

2 0 x p = @%-Na B oho)= 9 10 -4 

3.3.1 a) Pour le niveau d’énergie Ei d’un système microscopique, constitué de gi états identiques : 
Pi = (l/Z) gi exp (- l3 EL) 

b)N=Lni ; E{ni}=L,niEi 

Cl W [(ni]. {gi)l = lN!4ni! IR &)ni ( nombre d’états microscopiques du système 
macroscopiques caractérise par les suites (ni}, (gi} 

C) P [(ni}, (gi)] = tt/Z] w [(ni}, (gi]] exp [ - 8 zni ei] 
3.3.2 a)z=Lgiexp(-RE~) 
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b) Z = I{“i}“’ [{ni}. {pi)] exp [ - g Lni El] = L N (loi du binôme génémhsée) 
3.3.3 a)U=Nu=-N a/ab[Log(z)] 

b) S = NS = - k N Z gr (exp (-Be,)/z) Log (exp (-L$)/z) 
s = - kfqua/aa [Log (z)] - Log(z)> = - kNn?-a/aO{[Log(z)]/fi} 

c) A = Na = N{u - Ts} = - N {[Log(z)]/g} 

3.4 
3.4.1 a) z. = g exp(-BE 1 ){exp (-BE) + 1) ; z = ,N 

b) Nf/N={l+exp(-BE)}- * ; N2It-d =exp(&){ I+exp(-BE)}-t 
[(NI - N~)/N] = th [ L-W2 ] 

c) u = Nu = N [&l + E exp(-BE){ I+exp(-5~)).l] ; figure 

d) Y = CvIR = cvlk = [,x/ch(x)]z ; x = lW2 = 0i2T ; Discussion : max pour x _ 1.2, T _ 0.4 0. 

e) N2/Nl = exp (-77) = 0 ; N2INl = exp (- 0.38 1(r3) s 1 ; AN/N sl 2.10-3, 
f) spins 112 dans champ magnttique ; systèmes Clectroniques à deux niveaux dans molccule : 

anomalie de capacité calorifique du gaz correspondant 
3.4.2 a) z =exp(-By)){ 1 - exp (-OE)} ; Z = ZN 

b) U = Nu = N [EO + e exp(-BE){ l- exp(-BE)}- t ] 

c) Y = CvIR = cvlk = [x/sh(x)]2 ; x = L%e/2 ; limite haute temp&ature (xË0) : YE 1 ; Y = 1/2 pour xs 
1.5, T pi 0.66 9. 

d) modélisation des vibrations cristallines (mo&le d’Einstein) assimilées a des oscillateurs 
harmoniques; loi & Dulong et Petit ; lien avec t?quipartition entre deux “degres de liber@ quadmtiques. 

3.4.3 a) z- 
PJ@- 1 

‘l-expk-ZJ+ I)d. pm= z-l eup(-mx) m.d - evl ‘X)I 
l-e?$q-x) J’ 

b) cm> = gpB J-x &og(z)] = ; multiplier par n pour moment par unite de volume; discussion : 
saturation pour champ fort ou basses temp&atures, lin&uit& pour champ faible ou haute temperature 
3.4.3 c) x = J(J+l)(g~h)~/3kT ; facteurde Landeetc... 

4.1 a) WA {ni), {si)) = nigiti ; une seule mamère de distribuer les systèmes indiscernables, mais il 
faut encore distribuer, dans chaque niveaux d’tnergie, ni systemes sur les g, états microscopiques 

b) non, car maintenant la fonction de partition n’est plus décomposable en produits de fonctions de 
distribution élementaires pour chaque “entitt%” 

c) fermions (fonctions d’onde antisymétrique, remplissage de chaque État : 0 ou 1, principe 
d’exclusion de Pauii, spins demi-entier) et bosons (fonctrons d’onde symetriques, remplissage de chaque 
état O-+m, spins entiers) 
4.1.1 a) pour pallier à la diflïculté on travaille dans un ensemble statistique moins contraint où les nombres 
de particules sont susceptibles de varier (variable aléatoires) par contacts avec un “reservoir” (de même que 
le thermostat permettait à Ilenergie du systeme de fluctuer). 

b) p = - T (a S/a N) à &Cte. caract&ise I’ecart quadrdtique de la fluctuation. 

c) Fermions : N = 0 ou 1; P(O)+P(l) = 12 po = { 1+cxp[-B(~-p)]}-1 

d)Bosons:N=O, 1,2,3...m ; p(O)+p(l)+p(2)+...=1 BpO= { 1-exp[-@e-y)]} ; po>o BE+. 
e) l’indépendance des particules permet à leur nombre de fluctuer sans contraintes, ce qui est la 

condition de construction de l’ensemble grand canonique et de l’expression de p(N) 
4.1.2 <N(E)+ = O.p(O) + l.p(l) = {exp[O(e-y)]+l}-l 

FIGURE : T = 0 : marche car& ; sinon variation de <N(E)> sur une largeur kT autour de E - p 
4.1.3 <N(E)>B = { l-exp[-L~(E+)]} [z n exp[-nB(e-p)] = {exp[g(e-p)]-l}-l 
FIGURE : il faut bien que E > p. 
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4.1.4 a) Qn retrouve la limite classique (mais avec particules indiscernables) lorsque exp (-8~) » 1 

@CO). Comme le potentiel chimique s’exprime par L$ = - a Log(Z)i a N et qu’en Premiere approximation 

Z = zN/N! (prise en compte de I’indtscemabilité par la division par N!) et exp (-BP) = exp (z/N). Pour un 

gaz mono-atomtque : zzVih3, où h est la longueur thermique dc De Broglie : m<v>= m(kT/m)tR = Nh 

=> la condition “classique” s’écrit (V/N)]j3> h 

b) pour H2 à 300 K, on trouve que (V/N) 1’3 _ 3.3 10 -9 m (Nombre d’Avogadro dans 22.4 litres 

!) et est sup&ieur à h _ 1.6 10-10 m =z I ‘approximation classique est correcte; pour des electrons dans le 

fer, à 300 K, (VIN) 1’3 = 3 10-10 m (densite 5~3, Fe=S6, pour le nombre d’Avogadro); alors que h = 10-8 

m (rapport [mHZime]1’2) et la limite classique n’est pas valable. 

4.2.1 a) Matiere en équilibre avec le rayonnement AT; Loi de Kirchoff ; pouvoir absorbant aA = 1; 
b) Enceinte isotherme, four contenant un corps à son point de fusion; petite ouverture pour assurer 

l’équilibre thermodynamique (pas de fuite de photons) ; corps noir cosmologique ? 

4.2.2 a) Paroi parfaitement absorbante; w = Ilkllc, v = C/I; E = hw, p = h k 
c) Démonstration : pV = U/3; p = Un (energie interne par unité de volume) 
d) dW = -pdV = - u/3 dV ; dQ = dU-dW = udV+Vdu+(u/3)dV ; dS = (4uDT)dV+(Vn)du 

entropie est fonction d’état => a /a u[4u/3T] = a /a V[Vff] 

gaz parfait : U[T] -+T[U] itdu/u = 4 dTIT Ë u = CT4; p=(C/3)T4 

e) kx,y,z = (2-/L)nx,y,z ; g(v)dv = 2V 4- k2dW(2-)3... ..Ë g(v)= 8~v3/c3 
f) si équivalent avec ascillateur harmonique classique: 

u(v,T) = ]8y2/c3] kT G- Divergence ultra-violette: Planck, Rayleigh-Jeans (Radio) etc.. 
4.2.3 a) photons = bosons de potentiel chimique nul (leur mteraction avec la matiere d’un corp noir, 
parfaitement absorbante, pemet à leur nombre de varier sans limite) 

b) n(v) = {exp(Bhv)-1)-t : u (v.T} = [8v2/c3] hv{exp(llhv)-1)-l; pas de divergence 

FIGURE : max pour xmax =Bhv- 3 (2.8) 

c) A.N. on trouve avec l’enonce A max = 0.9 pm; Attention il s’agit là de la longueur d’onde où la 
densité spectrale par unite de frequence est maximum et non (comme le calcul classique) de celle où la 
densité spectrale par unité de longueur d’onde est maximale (il faut alors chercher xmax _ 5) 

4.2.4.1 a) u=(8-5115) [kT]4/[hc]3 = (7.55 10-16~4 (Jm-3) 

b) Flux émis d24$ = BvdS COS~ dn = uv c dS COS~ ; Bv = (C/~&V => Loi de Stéfan 

4.2.4.2Pyrometre: principe; diaphragme identique pour les 3 Images, attention pertes par les dioptres. 
4.2.4.3 Pertes = ce qui est rayonné moins ce qui est reçu 

Homme : SE lm2, Pertes = S o(Tt3 - TZU) o! 4s oTt3(Tt T2) - 170 Watts 

4.2.4.4 Flux reçu d@/dS - (cr/n)T-t(n(Rs/D)2) - 1500 Wm-2 ; 

surface dc r&zcption nRT2; surface d’emission 4nRT* => TT = TS [RS/2DJ1’2 = 275 K 

4.2.4.5 L = chaleur latente d’evaporation, AI = 1 heure => Q = (AtiL) S4n RBe2 o(Textl T~e1 ) 
a) Qt = 200 moles ; b) 42 = O.% moles 

4.3.1 a) Equation de Schrodinger ; ek = h2k2/2m ; kx,y,r = (2x/L)nx,y,z 

b) g(e)de = 2V 4- k2dW(2-)3 = [4nV/h3] (2m)3’2 et’2 de 
4.3.2.1 bandes de valence - bande de conduction - on néglige l’interaction des électrons avec le reseau 
cristallin autrement que comme potentiel confinant globalement le systtme, pour la bande de conduction - 
prise en compte empirique : modification de la masse des électrons (masse effective) 

4.3.2.2 a) f(e) = N(e)g(e) =AVE l’2 {exp[t3(e-p)]+l}-1; aT=O f = AV e1j2 pour e<p, et 0 sinon. 

b)eF=p (T=O)determid par AV4 F E”*dE = ~AE~‘*Ë +=(3/8n)2/3(h2/2m) n2/3, avec n=N/V. 

c) densite d’énergie u Fe3’2den fAcF “* =3/5 n EF 
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d) A.N. = sodium ; système cubique à faces centrées+4 atomes par maille et n=4/d3 
TP = 5.9 104 K. l’approximation T= 0 est donc correcte à l’ambiante. 

hP =(Zr1/3)“3d la longueur de De Broghe associé aux électrons est de l’ordre de la distance mteratomique; il 
est peu probable que l’on puisse négliger les détails du champ cristallin, 
4.3.3. la) Structure de bandes - SI, Ge - E~~S 1 eV - probabtlité tr6s faible de se trouver sur la bande de 
conduction à 300 K Ë s/c r6sistant. 

b) n=p= 2 (mem3’2(2z kTlh2)3/2 exp (-Es /2kT}=> conductivité + T 3’2exp(-TtyT); la résistivité 
diminue donc quand la tem@ature augmente (comme 1 exp(TOfT), contrairement aux métaux dont la 
r&istivite augmente du fait de la croissance du nombre des collisions Clectrons-phonons - la mesure de la 
pente de Log(r) peut permettre de d&rrrtiner le gap, mais aussi des mesures optiques (absorptton de 
photons d’energie egale au gap) 
4.3.3.2a) dopage=introduction d’él6ments de valence differente dans le rtseau du s/c.. Dopage N; P... 

b) les niveaux &ant discernables on peut y  affecter o, 1, ou 2 electtons de spins opposés: 
p(O) + 2 p( 1) = 1 3 po = { 1+2exp[B(ed+~)]}-l ; <t-d> = Nd { I+l/2exp[- B(ed+p)]}-1.. où Nd est le 
nombre de sites par unit6 de volume 

c)inc> = Nc exp[qeP)]}, avec NC= 2/h3(2_m*kT)3/2 
d) En négligeant, à température ambiante, l’excitation des tlectrons de la bande de valence, la 

conservation de la charge implique : <nc>+<nd> = Nd, d’où : 

y2 + 2[ Wla] y  - l/2a = 0, avec y  = <nc>/Nd et a = Nd/Nc exp(&d) soit 
C~C>= (Nc/4)cxp(-l3~d){[l&(Nd/Nc)exp(Oed)]l’2-1} 

alors que exp@eF) = (I/d )exp(-&j){ [ l+B(NdlNc)cxp(Bed)] 112-1) 
à basse temp&ature: ( exp@ed) >> l), <nc> = [NdNJ2]li2 expf-Bw2) 

à haute temperature : (exp(Bad) PI 1). urc, = Nd 
e)A.N a) NC = 2 1024 m -3 ; b) <nc> = Ng. 1020 m-3; c) <n+ =7 1023 m-3 
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Agrégation 
(Concours Externe) 

OPTION : PHYSIQUE 

Épreuve B : Composition de Chimie - Session : 1996 

PARTIE A : CHIMIE STRUCTURALE 
1 

1. Etude du noyau 

1 l 29 protons et 34 neutrons 12. 29 protons et 36 neutrons 

II. Etude de la configuration électronique du cuivre et de ses ions 

II l n nombre quantique principal , I nombre quantique secondaire 

m nombre quantique magnétique 
11.3 

II 2 orbitale 1s n =I et 1 =O, orbitale 2p n =2 et 1 =l 

orbitale 3d n =3 et i =2 , orbitale 4p n =4 et I =I 

II.4 orbitale de type s m= 0, orbitale de type p m= 1, 0. -1 

orbitale de type d m= 2, 1, 0, -1, -2 

II 5 orbitale de type s 2 e , orbitale de type p 6 e 

orbitale de type d 10 e 

II 6 a 1s’ 2s’ 2p63s2 3p6 

II 6 b Pour [Ar] 4s’ CT =8x0,85 +10x1 = 16.8 d’où E = -4,56 + E” (eV) 

t 

E - -r _ 3P 
3s 

- 2P 
2s 

IS 

Pour[Ar]3dt.cr=l8~1=18d’ouE’=-1.5l+E” (eV) 

II 6 c K ls* 2s’ 2p” 3s’ 3p6 4s’ 

II 6 e CU théorique i s2 2s’ 2p” 3s’ 3~” 4s2 3d” 

CU réel 1 s2 2s’ 2p6 3s’ 3~” 4s’ 3d”’ 

(stabilité due au remplisssage complet des OA 3d) 

II 7 a EIt(X) = ArU de la réaction X(@+X(g)+ + e 

(que l’on peut confondre avec A,H") 

II 7.b E(K) = -4.56 + E” et E(K+) = En d’où Et(K) = 456 eV 

ou 437,s kJ mol-t 

117c cu+ Is22s2 2p6 3s2 3p6 3d”’ 

a(3d) = 18 +9x0,35 = 21,15 d’où 

E(CU+) = 10x93.12 = - 931,18 eV ou -89403 kJ mol-l 

11.6.d 

-- 

_ 

- - 
4s 

3d 

- 
3s 

3P 

- - 2P 

II 7 d 0(4s) = 18x0,85 + 10 = 25,3 d’ou E(CU) = E(CU+) - l2,89 (eV) 

II 7.e EIt (CU) = l2,89 eV 

II 7.f. EIl(K) < EIl(Cu) car le noyau du potassium a une charge beaucoup plus faible (19 protons) 

que celui du cuivre (29 protons) 
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PARTIE B : ETUDE DES SOLIDES CRISTALLISES I 

1. Etude du réseau cristallin c.f.c 
1.1 1.3. 

a . 

r 

8% 

1.2. 8x118 + 6x1/2 soit 4 atomes dans cette maille 
1.4. afi = 4r soit r= 0,128nm 

1.5. pc” = $$$ = 88913 Kgme3 44Jrr3 
1.6. C = .-+ avec 4r = aJZ soitC = 0,74 

a 

Les sommets de l’octaèdre Les sommets de l’octaèdre 
sont occupés par les atomes sont occupés par les atomes 
de cuivre placés au centre de de cuivre placés au centre de 
chaque face du cube chaque face du cube 

L’octaèdre est régulier L’octaèdre est régulier 

1.7.b 

Les sommets du tétraèdre 
sont occupés par les atomes 
de cuivre placés au centre de 
chaque face du cube 

Le tétraèdre est régulier 

1.7.~. Les cavités octaédriques sont situCes au milieu des arètes ainsi qu’au centre du cube 

Les cavttés tktrakdriques sont situées au centre des “petits cubes” d’arète a/2 

1.7.d. nn = 12 x 114 + 1 = 4 nA=8x 1=8 

I.7.e. 2rQ+2r= a soit h =5- r f ,  = 0,053nm 

II. Etude de quelques alliages binaires du cuivre. 

II. 1. Alliage CU-NI 

a. alliage de substitution car le rayon du nickel est le même que celui du cuivre 
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b 

X 
N 

11 

c.. sol~dus : courbe Inlerieurc (composition dc la phase solide) 

liquidus : courbe supkieure (composition de la phase I~quidc) 

d. 

MS nL 08-05 -z-P 
ML ns 

,=3 etnL+nS =nO 
0,5-Q4 

or q - ncuo + nN;, = 2nCuo = 2 
1000 

Mcu + MNi 
-1636 

d'où nL = 1227etns-4,09 

de pluS(nNi)S=O, 8ns- 3,27 et donc(nc,)s =0,82 

soit mi = h )S M Ni + (n& MCU 

ms=244g etdoncmL=756g 

11.2. Alhagc CU-Ag 

11.2.a. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ‘c. 

11.2.b. V=c+2-<PsoitaupointE:V=2+2-3=1 

Sqstbmc monovariant, or P est fixée donc TE est aussi FIY& 
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lI.2.c. 
1ooc 

900 

840 

800 

700 

TW) 

111. Etude énergétique du cristal parfait d’oxyde cuivreux. 

III. 1 L’énergie réuculalre U, du crtstal de Cu20 correspond à la variation d’énergie interne à 0 K de 

la réaction : 2 CU+(~) +d- (g)- CU2 O(s ) 

111.2. On confond Uravec la variation d’enthalpie de celte réaction à 29X K 

u, = -EPI -MAHE,,,-AH~,(O) -MAHE,,,,+ A,H"(cu,o), = -3287.5 kJ.mol-i 

111.3. a. 
ron-’ 2&NA 

B=----- 
n 43x£, 

lll.3.b. 
w = 26NA 1 

0 =(;-l). 
0 

111.3.~. W,, = -2405.1 W.moll’ car r0 = rcu+ + ro2. 

Ill.3.d. W,, > U, donc le cristal de Cuz 0 n’est pah purcmcnc uxuque 

PARTIE C 

LES IONS CUIVRE( 1) ET CUIVRE(I1) EN SOLUTION AQUEUSE 

1. L’ion cuivre(l) en solution (ion cuivreux) 

1.1. 

[ WW,j+ 1 (CU(NH,)]+ 1 CU + 

I I 
. 

4>7 61 PNH, 

1.2. Pour pNH3 < 4,7 SOI~ [NH31 > 10-‘*7mol.L-’ alors CU(I) est sous forme CU(NH~)~’ 

1.3. Camclérisalion des alcyncs vrais : fabrication d’alcynure cuivreux (rouge brique), 

II. L’ion cuivre(ll) en solution aqueuse (ion cuivrique) 

1I.I.a. CO = 2 10.’ mol.L-‘, 

II. 1 .b. gCom6tric octaédriquc mais I’txtakdrc est élire (cffct Jahn-Teller) 

11.1.~. CU(H20)G2+ + H20 -, Cu(H,O),(OH)+ + H30+ 

II. 1 .d. LA base conjuguCc scm no& Cu(OH)+ 

II. 1 .c. La reaction prépondérante : Cu2+ + SOJ2- +Cu(OH)+ + HSOJ- montre que KaKa’ = h2 d’où 

pH = 455. La solution cuivriquc est Ikgtrcmcnt acide. 
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Un calcul moins approché donne pH = 4,517. 

11.2. 

[ CU(NH~),]*+ 1 [ WNH3h]2+ 1 [ CUW,),]*+ 1 (CIJ(NH,{ “1 ,Q’+ 
r ) 

22 2.9 3.5 4,l PNH, 

11.3. Pour pNH3 < 2,2 soit [NHJ > 10-2-2 mol.L-’ alors Cu(I1) est sous forme Cu(NH$d2+ 

III. Stabilisation du cuivre (1) en présence d’ammoniac 

Ill. 1. DIagramme de Frost du cuivre sans ammomac 

lll.l.a. 2 E”(CU~+/ CU) = E”(Cu2+/Cu+) + E”(C~+/~U) soit E”(Cu2+/ CU) = 0.34 V 

III. l.b. 

III. I.C. 

no 0 1 II 

espèce considéree CU CU+ cl?+ 

no x E(Cu(n.o)iCu) 0 0.52 O,@ 

III.l.d.Le cuivre(I) se dismute en solution aqueuse à pH = 0 selon : 2 CU+-, CU + CU*+ 

111.2. Dwgmmmc de Frost du cuivre cn milieu ammomacal 

111.2.a. E(Cu(NH3)2+/Cu) = E”(Cu+/Cu) + 0.06 (pKl+pK2) + O,I? pNH3 

+ 0,061og [Cu(NH3)2+ 1 

111.2.b. E(CU(NH~)J~+/CU) = E”(Cu2+/Cu) + 0,03 (pK’, + pK’, + PK’~ + pK’,) 

+ 0,12 pNH3 + O,O3 log[C~(NH3),~+] 

111.2.c. 

111.2.d 

no 

espèce considérée 

n.0 x E(Cu(n.o)/Cu) 

0 1 11 

CU WNH3)2+ CU(NHJ)J~+ 

0 -0.13 -0.08 

-0,08 

-0,13 

111.2.e.Le cuivre(I) en milieu ammomacal (a pNH3 = 0) est stable. 
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PARTIE D : ETUDE THERMODYNAMIQUE 

APPLICATION A LA METALLURGIE DU CUIVRE 

1. Etude de l’oxydation du cuivre par l’oxygène 

1.1. Réaction 1 : 4 CU + 02 -, 2 CuzO 4G”, = -336,S + 151.2 10-3 T 

Réaction 2 : 2 Cu20 + Oz + 4 CuO 4G02 = -292.0 + 220.4 IOj T 

1.2. CU*0 - CU + CU0 4G”dism= l/4( 4G02 - 4G”1) = Il.2 + 17.3 10-3 T 

1.3. 4G”dism > 0 pur T E [500K, 13OOKJ donc l’oxyde cuivreux est stable 

1.4. non car lc cuivre au conlact de I’oxydc cuivrique donnerd dc l’oxyde cuivreux. 

1.5.a. A 1 = ArGol + RTLnPo2 = 205,1W.mol-t donc positive: 

le cuivre est oxydé en Cu,O 

A2 =. ArG02 + RTLnPo2 = 105,0kJ.mol-1 donc posiuvc: 

Cu20 est oxydé enCu0 

Remarque : la pression partielle dc 0, est de 0.2 Bar 

1.5.b. CuO 

1.6.a. Al=OpourT1=2046K etA2=OpourT2=1249K 

l.6.b 

CU0 CU*0 CU 

I 
w T(K) 

800 
I 

1249 2046 

1.6.~. Pour T = 800 K. on vénfïe bien que le cuivre est oxyde cn CuO 

1.7.a. A l’équilibre, on a ArG”= RT LnP02 d’où : 

(PC)~ )I = 7,9 10.” Bar et (Po2 )2 = 2,8 lW* Bar 

I.7.b. 

CU CU,0 CU0 

I I 
1 p Po2 (Bar) 

7,9 10-‘5 2,8 10-n 0,2 

1.7.~. Pour une pression partielle d’oxygcnc de 0,2 Bar, le cuivre est oxydé en CuO 

II. Principe de la métallurgie du cuivre 

II. 1. a. Réaction a : 2/3FeS (s) + %(g) -+2/3FcO(,) + 2/3S% (g) 

RCaction b : 2/3CU2S (s) + OZ(~, -+2/3Cu20(,) + 2/3 SO* cg) 

II.I.b.ArGoa=-308,4+41,4 10-3T etA,E’n=-257.Ot5S.l 10m3T. 

II. I.c. AF”, < A,GOh VT 

11.2. II s’agit d’une rCaction acldo-basique S102 csl l’acide et Fe0 est la base 

Il.3.a. ArGoc = 119,7 - 139,7 10~3 T 

11.3.b. 3 CG (s) + 3 02~~) - 6 CU(,) + 3 S02te) 

ArG” = 3 A@‘,, + ArG”, = -651,3+ 34,6 10-3 T 

ArG”< 0 donc la rcacuon bilan est deplacee vers la synthèse du cuivre !  
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PARTIE E : CHIMIE ORGANIQUE 

MOLECULE MODELE DE L’HEMOCYANINE 

1. Etude de la première étape 
1.1 

o- /* H + NaH t @Na@ + H, 

FI 2 0 0- 

‘NH -R’ 
+ NaH - R p 

Q0 
Na + H, 

‘p 

II s’agit de réactions acide-basiques et d’oxyde-réduction 

1.2. Mécanisme SN2 (avec flèches) 

II. Etude de la deuxième étape 

11.1. R-cNO +%H -R-c 
// 

‘NH --FI’ ‘t-JO 
+ 13’ -NH2 

II.2 

11.3. 

Mécanisme de cette rkaction : voir Cours 

Composé X 

11.4. chauffage à reflux : chauffage 

ébullition !  condensation 

111. Etude de la troisième étape 

III.1 . CH, = CH, + “* 4 
A@ 

- cy - CH, 

\O/ 

“‘.2. n 
addition 

R--iH + CH, -CH, 
nuc’éoph$ R-fjH - Ch -CH, -@ 

A+ ‘* 

-0 
&--- CH2 -CH* -4 - 

I 
vAaction 

R-N-CHî ----CH, -OH 

I 
R’ acide-basique R4 

avec 
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IV. Etude de la quatrième étape 

IV. 1. SOC12 : chlorure de thionyle 

IV.2. 
- 

lG,- 

,d- 

géométrie : tétraèdre non régulier 

- 

IV.3. SOCI, + ROH -- RCI + SO2 + HCI 

IV.4. 

N\ 

)H* 

\ CHz 

CH3 

C”3 

Composé Y 

V. Etude de la cinquième étape 

v.l 

V.2. LE pyrazolc et l’anion pyrazolate sont aromatques car ils possèdent 4n + 2 (6) électrons 

délocalisés. 

V.3. L’anion pyrazolate peut être préparé à partir du pyrazole par action sur ce dermer d’une base 

forte comme I’hydrure de sodium ou l’amidure dc sodium. dans un solvant polaire et aprotlque 

(comme le DMF). 

V.4.II s’agit d’une substitution nucléophilc 

VI. Etude de la sixième étape 

Mkcanisme dc l’hydrolyse en milieu acide d’un éther : voir Cours 

VII. Etude de la dernière étape 

Vl1.I. 
VIl.2. 

0 0 0 
2+ 

E=N=W - géométrie : linCaire 

V11.3. On utilwc le perchlorate de curvre(l1) (au 

Ircu du nitrate ou du sulfate de cuivre(Il)) car 

I’anion perchlorate est peu complexant. 
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Agrégation 
(Concours Externe) 

OPTION : PHYSIQUE 

Épreuve C : Problème de Physique - Session : 1996 

Canalisation de particules chargées dans un cristal 

Partie 1 Plans réticulaires du cristal de silicium 

1 - Schéma du réseau cubique: 

t 
d ---- 

I 
: 

: 
I : 

, 

I / 
C/.r- 

l-a) La distance entre deux plans réticulaires ( 1,1 ,O) consecutifs est d 
a 

1 l-b) La densité surfacique d’atomes sur chacun de ces plans est - 
da 

2- Pour le réseau cubique à faces centrées la distance entre plans réticulaires (I,l ,O) est d 
243 

3- La structure cristalline du silicium ou du diamant est schématisée sur la figure. 

L’élément cubique de coté d/2 représenté sur le schéma a un atome central, déduit de la 

d@ translation (d/4,d/4&4), sa distance aux quatre atomes des sommets est de 4. L’atome 
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d’un sommet a des liaisons covalentes identiques avec les atomes situés aux centres de quatre 

éléments cubiques. sur les huit auxquels il appartient, ce qui fait bien quatre liaisons 

covalentes par atome. 

4 - La densité volumique d’atomes est n = 8/d3 = 5 1028 m-3 

d’h et la distance 2a = 4 = 1.92 IO-t() m 

Avec les données numériques fournies pour a et d: 

2a fi onvérifie:-d- =4 =0,354 et p= $= 2324 kg me3 (A=28 10e3 kg mol -*) 

5-a Le silicium a la configuration électronique fondamentale: ls~2s~2p%s23p~ Le coeur 

comprend les 10 électrons des couches internes de nombre quantique principal n=l et 2: les 

quatre électrons 3~~3~’ de la couche incomplète n=3 sont les électrons de valence. Dans le 

cristal, il y a quatre électrons de valence par atome de silicium. 

5-b La neutralité électrique du cristal impose la relation u = -2ap = 8aen, où a est la densité 

surfacique moyenne de charge et n = 8 d3 la densité volumique d’atome. 

6- Le système est invariant par translation selon Oy et Oz, et par rotation autour de 0x. La 

géométrie est unidimensionnelle : E= E(x)e, . On a divE = p avec E=O si x=0 (plan de 
E 0 

symétrie), d’où E = -Kxe, 
Kxz 2en 

avec K= -p =*; U(X)=~=-X~ 
Eo Eo % 

7 - La discontinuité de la composante normale du champ électrique en x=*a est de 2Ka, ce 

qui correspond bien à 0 . Il faut noter que cette modélisation est possible parce que le cristal 
Eo 

est globalement neutre. 

S- Numériquement: p = -3,2 lOto C m-3, u = 6,l C m-2 , U(a) = l6,7 V 

9 - Sur la Figure 1, la pente en x=+a est plu s grande que prévue par le modèle. En effet, au 

voisinage des coeurs d’atomes de rayon re, la densité d’électrons est plus grande: si la 

distribution surfacique était due aux seules charges des noyaux (+l4 e par atome) au lieu de 

celles des coeurs (+4 e par atome) le potentiel maximum U(a) serait égal à 16,7x a = 58.W. 

La valeur ajustée de 40V est intermédiaire. Qn trouve K = 2Ua) -= 8,7 1021 Vm-2. a2 
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-Partie II- Canalisation d’ions non-relativistes 

19 

l-a) Les quantités conservées sont l’énergie E,,= b,v(,Z = $n,v2 + q,U(x) et les 

composantes pz = m,v, = m,v, COS~ et py = 0 du vecteur quantité de mouvement. 

1 -b) Quand l’abscisse x est maximum, on a vx = 0 et v2 = v7*. Qn en déduit que l’ion 

atteint un potentiel maximum U(x,) tel que : q,U(x,) = E,, - &,vz2 = ~iVo’sin?li 

2- La condition de canalisation est U(x,)< U(a) soit $nivo2 sin%# C, $iKa2 

d’où qc2 = si&&= q,Ka2 eZiU(a) -=- et X,2 Wx,) _ sin% 

miv0 
2 E 

0 a?= U(a)-= 

soit xm= vOIIpI 

Pour 1 ql > I& l’ion traverse le plan réticulaire. 

3 - L’équation du mouvement selon x est : rn$$= -q,g=-Z,eKx 

ZeK La solution est harmonique: x=x,sin (wt) , avec w? = -, X,W = vo sinv 
ml 

4 - La période spatiale est : &z= f f  -!$ 

5- Application numérique: pour les deutérons (Z,= 1, A=2) d’énergie E JA = 5 106 eV, 

siri&& = -- 40 z 
5 10h A 

soit WC= 2 10-3 radian = 0. II degré 

o = 6,4 1014 rad s-l (domaine de la lumière infra-rouge); 8z = 302 nm 

6 - Le pas 6z d’une oscillation transversale est largement supérieur à la maille du cristal de 

silicium (0,5 nm); à cette échelle on peut négliger les détails de la répartition des charges sur 

chaque plan et il était donc légitime de considérer les densités moyennes cret p. 

7- L’énergie cinétique de 5 MeVpar nucléon est petite devant l’énergie de repos d’un nucléon 

mut-= 939 MeV. La vitesse vo des deutérons (de masse md = Am,=2m,) est non-relativiste : 

VO 
2 

2Eo - 10.2 --- 
c2 -&Q - 

D’après l’inégalité de Heisenberg, l’abscisse x est définie avec une incertitude 6x = hBp, . 

Pour une amplitude x,e a et en choisissant 6px de l’ordre de la valeur maximum de px , on 

trouve 6x = h/(m,vo7&) = 3 10-12 m p! aB0. On peut alors définir une trajectoire 

déterministe entre les plans réticulaires, ce qui justifie le traitement non-quantique. Pour une 
amplitude xmtrès petite devant a (si q <+.), l’incertitude quantique dépasse l’amplitude 
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classique x,. mais on peut alors considérer la trajectoire comme rectiligne à l’échelle de la 

distance a. 

S- La canalisation des ions est analogue à la propagation des rayons lumineux dans une fibre 

optique à gradient d’indice: on trouve également un angle d’ouverture maximum du faisceau 

guidé. 

-Partie III- Contrôle et application de la canalisation des ions 

1 - On note pi, et p’ H les vecteurs quantité de mouvement du noyau ?Si et du proton 

immédiatement après le choc. La conservation de l’énergie et de la quantité de mouvement 

donne: pd2 
‘2 

2md+Q= p- Pi: 
2% +2m, Pd = Pi, +Pi 

avec mS, =28 m, ms’, =29m, 

On relie l’énergie E;t d’un proton, détecté dans la direction Oy, à l’énergie initiale du deutéron 
1 ‘2- 2 &-mdvo2 . Les Vecteurs Pit et pd Sont perpendiculaires : PS, 
2 

- pd + pi: 

Qn obtient: 

avec Ed = 10 MeV on trouve EL, = 15 MeV et ES, = Ed + Q - E;t = l,2 MeV 

La fraction d’énergie 2 transférée aux isotopes (masse 29mJ de silicium est de 8%. 
Ed 

L’énergie et la quantité de mouvement du noyau ?Si produit par la réaction sont ensuite 

transmises au cristal par des collisions élastiques ultérieures avec les noyaux, ainsi que par 

ionisation des atomes. 

2 - Les deutérons détectés ont été déviés par diffusion élastique sur les noyaux de silicium 

(diffusion de Rutherford). On peut utiliser la relation ci-dessus (reliant EL et Ed) avec Q=O, 

dans laquelle on remplace m&=29mu par ms, =28m, , pour établir 

Ed(l-$)=E;(l+%.d’où G - - 0.87 ; soit un transfert de 13%. 
Ed- 

3- Hors canalisation, la densité des noyaux-cibles de silicium est n = 5 1028 rne3. 

La fraction des deutérons du faisceau incident qui provoquent la réaction nucléaire est 
&NdNd e u,n n L, = 4 10m5 <cl. Le flux de deutérons est Ile donc le nombre total de 

protons produits par unité de temps est dNddt = cre-f n L, 1 /e = 2,5 107 s-l . 

4 - Les ions canalisés restent trop éloignés des noyaux pour interagir avec eux, car la portée 

des interactions nucléaires est de l’ordre de 10-15, << a. Ceci explique l’extinction des 

réactions nucléaires détectées pour 1~1 < qc 
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La largeur du pic est de l’ordre de I&. Pour +A) le signal n’est pas nul à cause de plusieurs 

effets cumulatifs: divergence angulaire du faisceau incident, impact possible au voisinage du 

plan d’atome, décanalisation par collision sur les électrons de valence, défauts du cristal. 

5 - Les maxima observés pour 1 IJ e I& s’interprétent comme cas limite où les trajectoires 

des deutérons tangentent les plans d’atomes : ils interagissent alors plus fréquemment avec 

les noyaux que dans le cas non-canalisé. 

6 - D’autres minima peuvent correspondre à d’autres familles de plans réticulaires (paramètre 

K et densité de charge u différents) ou encore à des axes de canalisation. 

Déviation d’un faisceau d’ions par un cristal courbe 

7 - Dans le cristal courbe l’équation du mouvement est f$ = -Z,eKEe, 

En projection sur ep elle donne: m, 12 - r ($)2]= -Z,eKE 

S- Conservation du moment cinétique : dq L= m, r2 x= mi (R+&,)v, 

d’où 
d4 

r(x12= 
( R+EJ2v<>2 

( R+Q3 

d2E ZeK +, Q) E = vo2 et l’équation différentielle: - + (- 
dt2 m, R2 

$l++)) 

c ? 

On néglige le terme 2 ainsi que le terme 3 car m, vo2 = 20MeV est très petit devant 

2 
Z,eKR2; en effet [ -])/2 = SO nm «R . 

On obtient alors l’équation simplifiée: d2k ZeK É _ 2 
s+m,-- R ’ 

Elle est analogue à l’équation en x(t) de 11-3; le deuxième membre est un terme centrifuge dû 

à la courbure du cristal. 

2 
9- Solution g(t) = 5, + (50 -St> coswt ; Et= * > 0. On peut noter que cette valeur 

I 

correspond au minimum du potentiel effectif qui incluerait l’effet centrifuge. 

1 O- II y a canalisation si l’abscisse g(t) de l’ion vérifie [El< a , à tout instant t, c’est-à-dire si 

l’on a l’inégalité ]Et = (Eo - Et)] < a avec ] Eo] <a. 

On trouve donc la condition : 2 Et-a 5 5,~ 2 Et+a , ce qui n’est réalisable que pour 
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1 l- Sur l’intervalle 2a, il y  a une largeur A$= a - (2’ *t-a) = 2(a+t) de la zone d’impact où 

l’ion est canalisé et la fraction des ions canalisés est : f  = AY2a = I - E,/a = I - R,/R 

50 l@ 1 Z- Numériquement : R,/a=T soit R,=0,12mm. 

La fraction f  est de 99,4% pour R=2cm. 

13-Avecvt)=z=cG =o,Dc, ontrouve B=$$=î’Tf ;c’estunchamp 

très intense, inaccessible en continu, d’où l’intérêt de la canalisation pour incurver les 

faisceaux de particules. 

Partie IV- Rappels de cinématiaue et dynamique relativistes 

1 - Invariant relativiste: le calcul de z2 - c2t2 donne z’~ - c2t12. 

A noter, deux erreurs du texte : le carré de c2 manque et dans la transformation inverse il faut 

lire z = yt(z’+vtt’), donc remplacer t par t’. 

2 - L’intervalle At’ est un intervalle de temps propre s’il sépare deux événements qui, 

observés dans R’, sont au même lieu de cote z’. En passant de R’ à R,, la durée est 
augmentée: At = y1 At ‘. 

3- On suppose t positif et Izk ct : comme on a aussi Iv+ c soit Ivtzk2k t , on en déduit 

que t’ = y1 ( t - vt&) est positif. En supposant de plus que 1% 1 -C c. on obtient 

dt’ ~1 dz x = y, - 2~ > y,- 1 >O . On vérifte que l’ordre temporel est le même dans les deux 

référentiels, ce qui rend possible la causalité. 

4 - Quantité de mouvement : p =ymv ; énergie E= ymc? dans Ro. 

Relations : &2= m2& + p2c2 P=+ 

5 - Principe fondamental de la dynamique: g = f  

Théorème de l’énergie cinétique: g= f .v . Dans le cas où f  = - grad W(x,y,z) , alors 

dW f .v =-x (car F=O) et l’énergie mécanique &+W est une constante du mouvement. 
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6 - La phase de l’onde gouverne les phénomenes ondulatoires observables localement (par 

exemple les interferences) : elle est invariante par changement de référentiel (principe de 

relativité). 

On peut aussi invoquer I’invariance des équations de Maxwell: du fait de leur linéarité, une 

onde plane est représentée dans R,, et dans R’ par des fonctions proportionnelles. 

On calcule la phase r$= tut -k,x-kvy-k,z en fonction des coordonnées dans R’. 

Puis on identifie l’expression de 9 à g’= w’t’-kx’x’- k,‘y’- k,‘z’. On obtient la pulsation 

(II’= ytw( l- vtcosWc) , ainsi que la composante k,’ du vecteur d’onde qui peut s’écrire 

k,‘= y, k, ( l- Cos@ ou k,‘= y, tu/c (COS~ - v,lc) 

Remarque: on peut aussi utiliser la transformation de Lorentz pour l’énergie-impulsion du 

photon (Bw,Bk). 

7 - Dans le cas où le vecteur k est parallèle à la vitesse v t (O=O) et de même sens 

(k.vt >O) le décalage w-w’ est toujours positif. Par exemple un observateur lié à R’, 

s’éloignant d’une source lumineuse liée à R,,, enregistre une pulsation w’< w (décalage vers 

le rouge du rayonnement des galaxies). Si les vecteurs k et v t ne sont plus parallèles, le 

v, cos%+I 
signe du décalage OJ-w’ dépend de l’angle 0 et devient négatif pour -c-( -) 21. 

2cosf3 

Dans la limite non relativiste yt= 1, on retrouve l’effet Doppler classique : 

w’= w<l-3ose> 

8- Dans R. : CO& = ; =k,c 
OJ 

dans K’: Cos8 = b = x = 2 ’ k 'C k C (l-vt/c.cos~) 

w’ <IJ ( l-VICOSe/C) 

soit case' = 
(c0se-v,k) 

et sine’ = 
sine 

(l-v,cose/c) y,(i-v,cose/c) 

9 - Inversement: u>= y, u)‘( 1 +vtcosO’/c) 

cose = 
(cosef+v,k) 

et sine = 
sine’ 

( i+v,cose~/c) y,( i+v,cose’/c) 

(i+cose) (l-case-) (I+v,/c) 
Remarque: la relation symétrique est : -x zz- 

(i-case) (I+cos~*) ci-v,/c) 

C’est un effet classique en vt/c. 

IO- Dans le cas ultra-relativiste vt/c -il: si 8’ est voisin de n/2, on trouve 8 = l/yt<< 1. 

Donc le rayonnement isotrope d’une source liée au référentiel R’ apparaît collimaté dans la 

direction de sa vitesse v t s’il est observé dans le référentiel R). 
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-Partie V- Faisceau de positons relativistes 

V-A- Mouvement transversal dans R, 

A- 1 Le paramètre sans dimension A = eKa* / mec * = 1.57 10-4 donne l’ordre de grandeur 
eKa* 

du rapport entre la barrière d’énergie potentielle eu(a)= Tet l’énergie de repos du 

positon. 

La grandeur ‘1 = (eK/ me)t’*= 3.91 1016 s-t d onne la pulsation classique d’oscillation d’un 

positon dans une cuvette de potentiel harmonique U(x). 

A-2 Les quantités conservées sont : l’énergie mécanique (car la force dérive d’un potentiel 

constant), la composante longitudinale pz de la quantité de mouvement ainsi que sa 

composante py=O (car la force est parallèle à 0x). 

D’où les équations : 

pz =yomv,cosy, =pecosv = m p -px 

4, =yom&* = dm = AgGz +F 

eKx* 
Le terme - 2 <4OeV est petit devant (y(,-l)m,c* I yomec* = IOOMeV ; 

ioo 
ona yo=m= 1% 

A-3 Compte tenu de la conservation de l’énergie totale 4). l’inégalité U(x) t U(0) entraîne 

E < &” soit 1 p 15 1 p,, ( La composante pz du vecteur quantité de mouvement étant 

constante, on trouve 1 px(t) ( 5 1 px(0) ( 

Le potentiel U(x) est donné par : &) /c = px(t)*+pZ*+m,*c* + eu(x) Ic 

Les grandeurs U(x) et px(t) varient en sens opposés. Le potentiel maximum U,,, estatteint 

quand s’annule la composante transverse p,(t) de la quantité de mouvement. 

A-4 Qn calcule Umax en fonction de 6 = px(0) /mec =p&nîl, /mec , en portant dans 

l’expression ci-dessus: 

px(t) =o b /c = yow et pz=pocos~ 

u2c2+me2& - p,*c*sin*Y, 

d’où le résultat : 

U 
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A-5 Sachant que y+>1 et I&<I, on a 6 = y0 w v,Jc = w+02 - 1 = WY0 

On peut faire l’approximation: yo-y/~oz!+~ 
0 

eKx 2 
La valeur maximale de x(t), telle que eUmax = T = 

Am,c2x,2 

2a2 
s’écrit 

A-6 La condition de canalisation du positon est xrn2 I a*, ce qui donne les inégalités 

équivalentes: o2 < Ay, ou 142 < qc2 , l’angle critique étant ~&c = 

A-7 Numériquement pour Ho= 100 MeV, y0 = l%, A = 1.57 IO”, on trouve: 

t+re = 9 104 radian (3 ’ ) , ce qui correspond à 6=0,18. 

II faut donc collimater et diriger le faisceau très précisément pour obtenir la canalisation. 

A-8 Lefacteury=(l -v~/c~)-~/~ est une fonction du temps t. L’énergie ymc2 du positon 

varie au maximum de eu(a) = 40 eV autour de la valeur initiale E&= 100 MeV=y,mc* 

On peut donc admettre que y-~~,<< yu. 

L’équation différentielle du mouvement transversal se déduit de 9 = -eKx . 

soit d2x eKx=o 
dt2 + yom, ’ 

La solution est sinusoidale x = x, sino)t : la pulsation u> est donnée par 

eK 11~ Ac2 
,,2 = - = - zz - 

Yom, Y0 ha 2 

a202 
L’amplitude est liée à l’angle t$ par xi = r = 

a2wtJ2 
- (expressions établies en V-A-S). 

’ 0 
A 

A-9 Numériquement, pour le faisceau d’énergie IOOMeV, on trouve w= 2,s 10’5 rads-‘, 

ce qui correspond à un rayonnement visible rouge de longueur d’onde 675 nm. 

A-10 Le mouvement transversal x(t) du positon est non-relativiste (dans R’) si 

( %)2 « ~2, condition équivalente à Ipxl << mec (dans R’ ou I&) . 

Cette condition est satisfaite pour ô2<< 1 . En effet, d’après A-3 : 

I b(t) 1s I px(0) I = 6%~ -=< mec . 
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V-B- Mouvement longitudinal dans R’ 

B- 1 A partir de la conservation de la composante pLde la quantité de mouvement 

pz(t) = y(t)m,v,( t) = yomev,cos~, le rapport !$ s’exprime en fonction de y(t). 

En utilisant la conservation de l’énergie: y( t)m,c* + eU( x) = yome c2 

on trouve 
eU(x) 

y(t)=yo-- 
eKx* Ax* - - 

W2 
= Y0 - 2m,c* - y0 - j-g- 

vdt) Y0 cw 
et -z-z 

COSqJ 

vo Y(t) - le Ax2 
2+,, 

a26* 
B-2 On introduit la solution x =x,sinwt, avec x,,,* = - (voir A-8) 

AYO 

o*sin*wt 
d’où y(t) = y0 - - 

6*sin2wt 

2Yo 
=yo(l- ---) 

2YJ 

6*sin*wt 
et v/(t) = yo’” cosqJ= (l+ 

y(t) 
- ) vo COqJ 

2Y02 

6 
Comme I# = -<< 1 et 

62 62 

Y« 
y<<l, le développement au premier ordre en 2 ou I$I* fournit 
Y0 Y0 

ô2 
vr(t) = V” Cl- - cos%,t) . 

2y0* 

v* 
La valeur moyenne au cours du temps est vt = vo ( l- $) I vo ( l- 4) 

0 

62 62 
B-3 En intégrant v,(t) = vt- -vo cos2wt , on obtient 

q,? 
z(t) = v)t - - -sin2wt 

8~0~ w 

B-4 Les graphes représentent les variations de vZ (t) et z(t), en exagérant les amplitudes de 

modulation. Les ondulations de la courbes z(t) sont en réalité extrêmement faibles devant la 

longueur parcourue en une période ( 2n - ). 
W 
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B - 5 
62 

Comme la vitesse relativiste v t = vg ( 1. -) est peu différente de vo, 
4yo= 

on peut écrire 
2 2 62 

XL= IL(l- -) 
c= c= 2yJ 

et l’on calcule (l- ti 
c= ) en remplaçant $ par (I- $) 

Y0 

2 
avec vo 

7 1, l’expression du facteur relativiste yt associé à la vitesse v t devient 

Les cas limites sont: 

- ô2<< 1, le positon a peu d’impulsion transverse et yt = y0 

- &%z= 1, l’impulsion transverse est relativiste, avec cependant - = v << 1 
Y0 

Le deuxième cas exige des positons ultra-relativistes pour satisfaire la condition de 

canalisation y0 > A. On a alors yt +& soit l<< y, < y0 

Légalité -!- = 1+ ôz = ‘+ - montre qu’en raison des ondulations de vz(t), le 
y,= Y0 2 2Y”2 Y”2 2 

facteur y1 devient notablement inférieurà yo aux très hautes énergies. 

Remarque: ce régime est réalisé dans des expériences du SPS au CERN, avec un faisceau 

secondaire d’électrons d’environ 200 GeV (y0 I 4 16) et en canalisation axiale (où les 

champs sont plus intenses); on obtient les ordres de grandeurs : 

o-10, Yv,-lOA rad, yt -10-t yo. 

B - 6 On reprend l’expression de z(t) (question V-B-3). 

En exprimant les coordonnées dans le référentiel R’ et le temps dans référentiel Ro, on 

obtient: 

x’(t)=x,sinwt 

z’(t) = y1 ( z(t) v1t ) = - y1 V” 
ii= 

- sin2wt 
f%<1= 

B-7 La trajectoire dans R’ a la forme d’un huit; c’est une courbe de Lissajous : 
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On utilise la relation x,= w déduite de 30) = ox m = v,,sinv = v& (solution V-A-8) 

et la définition de 6 = p~)cuyOvco’ -=-- yor& On en déduit que le rapport des amplitudes est 

égal à 
62 

gf==y, vo- 
62 

-L Y,- Y16 Y1 

8wyJ xm 8y& * $Kw 

Dans le cas limite o2 <CI où le mouvement transversal est non-relativiste, le rapport 

d’amplitude tend vers zéro et la trajectoire aplatie se réduit à un segment de longueur 2xm; le 

mouvement longitudinal reste uniforme dans les deux référentiels. 

Si ô2 >>l. cas ultra-relativiste, on a vu que y] si?. le rapport 2 tend vers un 

fi 
maximum de -= 0,lS L’oscillation longitudinale observée dans R’ est d’origine 

8 

relativiste: dans la direction de Oz, il n’y a pas de force électrique, mais une force magnétique 

due au champ B ‘apparu dans R’. En effet la transformation relativiste du champ 

électromagnétique conduit à : 

E’=ylE=-ylKxe, 

B’=-3E’ =-y+E = y,$xt ey 2: c -l<x’ ey 

B-S D’après les équations de B-6, à l’instant initial t=O, le positon est à l’origine (x’=O, 

z’=O); immédiatement après x’(t) devient positif et z’(t) devient négatif, d’où le sens de 

parcours de la trajectoire (voir la figure de B-7). 

B-9 Dans Rd la quantité de mouvement longitudinale pz(t)= mey (t) vz(t) est constante. En 

X=~X~, le potentiel U(x) est maximum, donc y(t) est minimum et vz(t) maximum, donc 

supérieure à la moyenne v t. La vitesse v’z dans R’ est positive (d’après la composition des 
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“-” vitesses v’z=- ) Le positon se déplace donc dans le sens ~50 quand il est à un 1+,v,/c* . 

sommet X~=+X,,, de la trajectoire en huit, ce qui définit le même sens de parcours. 

B- 10 Dans le cas 6* »l le faisceau est très fortement relativiste. Dans le référentiel 

d’entraînement R’, l’existence du champ magnétique B’ (voir B-7 et B-8) peut s’interpréter 

par le mouvement des charges du cristal, équivalent à un courant de convection de vitesse 

- vt . Les forces magnétiques sont dirigées vers l’intérieur de la trajectoire, donc centripètes 

(voir la figure de B-7). ce qui expliquent la forme en huit, d’autant plus large en z’ que ô2 est 

grand. 

B-11 Pour 62 «l on a yt PI y0 et 2,~ 1. Dans R’ la vitesse v’dt’) reste donc très 

petite devant la vitesse transversale v’x(t’) qui est elle-même non-relativiste; donc t’ 

représente le temps propre du positon. La transformation de Lorentz permet d’écrire 
t =yt (t’+vt z’/c*). D’après le résultat établi en IV-3, on a t = ytt’ PI y@‘. 

De l’équation x’(t)=x,sinwt (B-6), on peut donc déduire x’(t’)=x,sinw’t’, 

wK c avec w’ =yuw= - 
m, 

=a d- Ay, et xi,,=- 

dx’ Onadonc I~~w’x,,, = c8, ce qui justifie le fait que la vitesse du positon dans R’ est 

non-relativiste si ô2<< 1. 

Partie VI Ravonnement de canalisation des positons relativistes 

1- La pulsation dans R’ est w’=yew (V-B-I 1). 

On peut aussi écrire l’équation du mouvement dans R’, non-relativiste puisque &&<1 : 
m dv’ =eE’ 

c dt’ 9 avec E’(x’,y’,z’, t’) = ytE(x,y,z,t) = -ytKx e, 

On a donc w’*= y,$= d- ytyO w* et on retrouve w 31 yow 

2 - L’approximation dipolaire électrique est justifiée pour le rayonnement du positon observé 
dans R’ à une distance grande devant la longueur d’onde h’, si celle-ci est aussi très grande 

devant l’amplitude x,. 

Cette deuxième condition est vérifiée pour un mouvement non relativiste. En particulier pour 
le mouvement x’(t’)=x,cosw’t’ (V-B-l l), on a justement : 

x,/x’= x,w’/27cc = y,wx&2Jcc = 6l2Jc << 1. 



30 OPTION PHYSIQUE 

3- On passe du référentiel R, du laboratoire (où l’angle 0 est défini) au référentiel R’ par les 

transformations de Lorentz (partie IV): 

(~J’qt~,Q(e)[l -X!E$] soit ‘Q(e)=!!i[* -3E$!jm1 =w[l -X!E$]-1 
Y0 

4- Numériquement pour l’énergie lOOMeV, y0 = 1%. o = 2,8 lOio rad s-l (V-A-9) d’où 

w’ = $5 lot7 rad s-t . On a aussi 1 1-p” =I- v,Jca - 
2Y02 

d’où a(O) = 2,8 10’0 x 2x (l%)* = 2,14 l@(j rad s-t 

La pulsation sZ(0) correspond au domaine des rayons X durs (longueur d’onde - 9 pm). 

5 - La moyenne temporelle du vecteur de Poynting S’ et la puissance totale rayonnée P 

s’écrivent : lb <S’> = - 
e2x02 w14 

32x2~ rt2 
sin*$’ et p’= -k-e2x”2 m’4 

12lTc 

6 - On trouve que 97,4 % de la puissance est émise dans l’intervalle JC/~ < 9’<5x/6 
Sd6 

en divisant 
7f 

sin3g’dq’ = @ par 
n6 4 

7 - Dans le plan O’x’z’ (xl=+ x/2), le domaine précédent défini dans R’ par x/6 < @‘<C?C/~ 

correspond à des domaines d’angle 8 différents dans R. selon que xl=+ n/2 (émission vers 

l’avant) ou x’=- x/2 (émission vers l’arrière). On utilise la transformation de Loren& des 

angles (partie IV) avec v  t/c = 1: 

case = 
(cosW+ v,/c) 

= 1 et sine = 
sine’ sine’ a 

(l+v,c0se’/c) y,,(~+~,~~~e*/~) yoc l+cose’ ) 
Vers l’avant : l’angle 0’=n/2- $’ a pour limites -ni3 et n/3. Les valeurs correspondantes de 0 

sont + 8, , telles que sine, = 
sin;cI3 1 

y”( 1 +coslr/3) = gT 

soit em 3 3 10-3 rad 3 10’. 

L’émission vue de R. est concentrée dans un faisceau très étroit autour de Oz. 

Vers l’arrière : l’angle 8’=;1/2+q a pour limites 1Wz/3 qui correspond aux limites + 8M 

telles que SineM = 
sinnI3 

JE . 

yo( 1-COSAI3) y” ’ 
soit f3bl =38, I 9 10-3 rad = 30’. 

L’émission vers l’arrière dans R’ est maintenant étalée dans R. sur presque toutes les 

directions, à l’exception d’un cône étroit autour de Oz. 

La directivité du rayonnement du positon observée dans R, est donc très grande dans la 

direction et le sens de propagation du faisceau accéléré. 

M.-C. Artru, C. Vecchiato 
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Agrégation 
(Concours Externe) 

OPTION : CHIMIE 

Épreuve A : Composition de Chimie - Session : 1996 

1. L’élément. 

1.1. La valeur 12.000000 g.mol-’ pour la masse molaire du carbone 12 

est due à la définition de la mole qui est par convention, le nombre d’atomes 

contenus dans 12 g de carbone 12. 

1.2. Le carbone II est un émetteur 8’ et a. 

Le carbone 14 est un émetteur g- 

1.3. 1% -> ‘:N + -ye 

Cette réaction est d’ordre un. 

1.4. Le principe de la datation au carbone 14 s’appuie sur l’existence 

dans la haute atmosphère de réactions nucléaires dues aux rayons cosmiques qui 

se traduisent pas la formation de carbone 14. La teneur de carbone 14 dans 

l’atmosphère est donc constante et comme les êtres vivants échangent de la 

matière avec l’atmosphère (photosynthèse, puis alimentation par les végétaux), 

la teneur en carbone 14 dans les organismes vivants est constante. A leur 

mort, l’échange cesse et la teneur en carbone 14 décroit selon une loi 

mathématique connue (décroissance exponentielle avec une demi-vie de 5730 

ans). La mesure de l’activité radioactive due au carbone 14 permet la datation 

de l’objet, à condition que l’échelle temporelle soit du même ordre de 

grandeur de la demi-vie (en pratique pour des objets morts depuis moins de 

50000 ans). 

1.5. dN/dt = -k.N où N est le nombre d’atomes radioactifs, grandeur 

proportionnelle à l’activité radioactive de la source. 

L’intégration de Equation différentielle conduit à : 

In(NO/N) = kt 

où N est le nombre d’atomes radioactifs à t = 0. 
0 

Au temps tr,a où la moitié des atomes radioactifs ont disparu, N = No/2 et 

In(21 = k.tt,s. 

t 1,2 est appelé temps de demi-réaction ou temps de demi-vie. 

1.6. II est important de noter que l’activité de la source est 

proportionnelle au nombre d’atomes radioactifs contenus dans l’échantillon. 

t = t,,Z/ln(2).ln(N0/N) 

t = 5730/ln(2f.lnfl5,3/2,221 = 15957 ans 
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En tenant compte des incertitudes : 

t- = 5730/1n~2~.1n~15,3/~2,22+0,24)) = 15109 ans 

t+ = 5730/ln(2l.ln(15,3/I2,22-0.2411 = 16903 ans 
soit t = 16000 i 900 ans 

ce qui semble raisonable pour une période préhistorique récente. 

Noter que la méthode suppose (ce qui est remis en cause par certains 

chercheurs) que la teneur en carbone 14 n’a pas varié depuis 15000 ans. 

1.7. La condition nécessaire pour pouvoir utiliser la spectroscopie RMN 

est de disposer de noyaux possédant un spin nucléaire non nul. Ceux-ci peuvent 

occuper différents niveaux d’énergie lorsque le noyaux est placé dans un champ 

magnétique extérieur. Un champ magnétique variable, dû à une 

ondeélectromagnétique dont la longueur d’onde est dans le domaine des 

radiofréquences permet la transition entre ces différents niveaux d’énergie 

magnétique. Le champ B local subit par les différents noyaux dépend de 

l’environnement électronique local du noyau. II existe de légères variations 

de la fréquence de l’onde qui assure la transition (ou de la valeur du champ 

appliqué pour lequel, à fréquence fixe, il y a transition). Cet écart par 

rapport à une valeur de référence est appelé déplacement chimique et permet en 

général de préciser l’environnement électronique du noyau. 

1.8. Spectre RMN de I’éthylbenzène 

1.8.1. 
d 

1.8.2. II y a priori couplage entre deux noyaux de carbone 13. Mais la 

probabilité de trouver deux atomes de carbones 13 voisins est très faible 

(0,01*0,01 = 10e41 et donc les signaux dus a couplages sont très faibles. 

1.8.3. En phase solide les signaux sont très larges car les couplages 

dipolaires entre spins sont directs et non moyennés. 

II. Les états cristallins du carbone. 

11.1 La nature des liaisons entre atomes de carbone dans un feuillet est 

de nature covalente. 

11.2. L’électron n de chaque atome participe à un liaison n avec trois 

autres atomes de carbone : on peut proposer un indice de liaison de 1,33 pour 
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la liaison entre deux atomes de carbone. II est donc attendu d’observer une 

distance carbone-carbone comprise entre une liaison simple et une liaison 

double. 

11.3 Représentation schématique de la maille cristalline du graphite. 

R 

l I ..-- --- 
“9 

3’ 
\ AI c 

L--- _ ’ I 

ti 

: 

A 
Calcul du volume de la maille dessinée ci-dessus. 

Soit c la distance entre deux plans successifs de même nature : c/2 est la 

distance entre feuillets. Soit A l’aire de I’hexagone de base : A = 6.a ou a 

est l’aire d’un petit triangle de coté d (d est la distance carbone-carbone 

dans un feuillet) et de hauteur h. h = d.cos(30”) = d.v’3/2 

a = (V2l.h.d = i/3.dZ/4 et A = 6.d3.dz/4 et le volume V de lamaille est : 

V = 6./3.d2.c/4 = 3.v’3.d2.c/2 

Soit p la masse volumique du graphite : p = 4mc/V 

où m est la masse d’un atome de carbone m 

,Y = 8C.Mc/(NA.3.r’3.rZ.ck 
c = Mc/NA 

d’où : c = 8.Mc/(NA.3.~3.r2.p) 

soit numériquement : c = O,67O.1O-9 m 

soit la distance entre deux plans successifs : 0,335 nm 

c’est a dire la valeur expérimentale. 

11.4 La nature des liaisons entre plan est de type Van der Waals. 

11.5 Les propriétés lubrifiantes du graphite sont dues à la faible 

interaction existant entre les plans : ceux-ci peuvent glisser facilement les 

uns par rapport aux autres. 

11.6. Le graphite possède des proprietes anisotropes : il est conducteur 

de l’électricité dans des directions contenues dans le plan du graphite et 

quasiment isolant selon la directlon orthogonale au plan du graphite. De façon 

tres élémentaire, ce phénomène peut s’expliquer par l’existence d’une bande n 

qui est à demi remplie et qui ne possède par de bande interdlte : les 

électrons n peuvent occuper des niveaux d’énergie immédiatement voisins du 

niveau de Fermi. Le .graphite peut aussi absorber des ondes électromagnétiques 

de longueur d’onde correspondant au visible : cette absorption assure la 

transition d’un électron n de la bande de conduction vers un niveau d’energie 
supérieur. Ceci explique la couleur noire du graphite. 
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11.7. L’atome de potassium s’insere entre les plans. 

Structure de CaK : 

0 : Y 

11.8. La conductivité croit dans ies directions contenues dans les pians. 

On peut expliquer cette propriete par le transfert d’electrons des atomes de 

potassium vers les plans de graphite. L’augmentation du nombre d’electrons de 

conduction se traduit par l’augmentation de la conductivite. La distance entre 

plans augmente car les atomes (ou ions apres transfert de l’électron) de 

potassium sont volumineux et leur rayon est nettement supérieur a la distance 

carbone-carbone. 

11.9. L’analogie de structure entre le carbone graphite et le nitrure de 

bore est due a la position des atomes de bore et d’azote par rapport au 

carbone dans la classification periodique : 6, C, lu. Le nitrure de bore et le 

graphite posseddle méme nombre d’electrons de vaience. Le caractere isoiant 

et la couleur bianche s’expiiquehtpar i’existence d’une bande Interdite au 

dessus du niveau de Fermi qui empëche la conduction eiectrique ou ia promotion 

d’un électron dans un niveau d’energie supérieur par absorption d’un photon 

visible. 

11.10. Diamant, silicium, germanium, etain r-j. 

II. 10.1. ün peut decrire la structure par une maiiie cubique iace 

centree où un site tetraedrique sur deux est occupé par un atome de carbone. 

II. 10.2. La coordinence est 4. 

Ii. 10.3. La liaison chimique entre atomes est de nature covaiente. 

11.10.4. La taille des atomes croit quand on descend dans la 

classification periodique, soit dans l’ordre C, Si, Ce. D’autre part la 

distance minimale entre deux atomes se rencontre dans la mailie décrite 

ci-dessus le long de la diagonale principale du cube : soit aii3/4 = 2r ou a 

est la longueur de i’aréte du cube et r est le rayon de l’atome. a est la 
2 
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valeur observée pour le diamant, a , pour le silicium et a3 pour le germanium. 

On trouve par exemple pour le diamant : r = 0.077 nm qui est la valeur 

usuellement adoptSe pour le rayon cavalent de l’atome de carbone hybride sp3. 

II. 10.5. Le diamant est un isolant, le germanium est un semi-conducteur 

intrinseque et l’etain /3 est un semi-métal. Ces comportements electriques sont 

dus à l’existence ou non d’une bande interdite et à ia largeur de la bande 

interdite. Lorsque la bande interdite a une largeur de plusieurs électrons 

volt (c’est le cas du diamant), la probabilite de rencontrer un électron dans 

la bande de conduction à température usuelle est quasiment nulle : le 

matériau est isolant. Si la iargeur de la bande interdite est de l’ordre de 

l’électronvolt alors la population d’électrons dans la bande de conduction est 

suffisante pour observer une faible conductivite qui dépend fortement de la 

température. Si la bande interdite n’existe pas, il y a chevauchement des 

bandes et la bande de conduction est, méme au zero absolu peuplee. Le 

comportement est celui d’un métal ou d’un semi-métal si la concentration en 

electrons est faible. 

11.11. On etudie l’équilibre physique 

C -> c 
diamant <- graptdte 

11.11.1. Soit A I’affinite chimique du systeme. A = - A G = - AGo 
r 

AG’ = ‘$- $,) = AH’ - T. AS’ 

L’entropie standard de reaction s’estime a partir des entropies molaires 

absolues : 

AS0 = s” - SI, = 5,694 - 2,439 = 3.255 .I.K-‘.molÏ’ 
ar 

L’enthalpie standard de reaction est estimee a partir des enthalpies de 

combustion : 

C +o ---s- CO 
u 2 Z@LZl 

AH; = -393.4 k.i.molÏ’ 

C +o -> CO dl 2 agaz) 
AH: = -395.3 kJ.moi-’ 

ün en deduit : AH0 = AH; - AH’ = 393.4 - 395.3 = - 1,9 kJ.moi-’ 
1 

et donc A = -i-1,9 - 298.3.255.10? = 2.87 kJ.mol 
-1 

L’affinite est positive, quelque soit la composition : donc le systéme évolue 

jusqu’a disparition du diamant. La variété allotropique stable est donc le 

graphite. La transformation de graphite en diamant est très lente à 

température ambiante : il est donc possible d’observer du diamant sous P = 1 

bar et T voisin de 300 K. 

11.11.2. II y a coexistence de diamant et de graphite lorsque ArG = 0. 

II îaut tenir compte de ‘la dépendance du potentiel chimique avec la pression : 

(ap/drj = v T oti v est le volume molaire du corps pur 
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En supposant que le volume molaire ne dépend pas de la pression, on integre la 

relation precedente pour les deux varietés allotropiques : 

p = jl(P’Ppe,l + v.(P-P 1 rd 
et donc la pression P qui permet d’observer, a T = 298 K, la coexistence à 

l’équilibre des deux variétés allotropiques est définie par : 

soit : P = Prer + I&I0 gr- Q(Vd, - vg,) 

11 faut enfin trouver la relation entre masse volumique et volume molaire : 

p=M/v c donc : v = Mc/p 

P = Pref + C/l0 gr- Ppy(l/Pd, - l/Pgp) 

= 10’ + -2,87.103/(12.10~3.(1/3513 - 1/2270)) Pa = 15300 bar 

11.11.3. On produit du diamant synthétique a partir du graphite en se 

plaçant sous très haute pression, à haute température et en présence de 

catalyseur (fer). 

II. 12. Fullérènes. 

11.12.1. Spectrométrie de masse. 

Les molécules sont placées dans une enceinte où règne un vide poussé. Elles 

subissent une ionisation (par exemple par bombardement par un faisceau 

d’électrons). Les ions moléculaires obtenus sont aussi souvent instables et 

subissent des fragmentations : ils donnent naissance à d’autres ions de masse 

plus faible. Les ions obtenus sont accélérés par des champs électriques, puis 

déviés par un champ magnétique. La connaissance de la masse des fragments 

permet d’obtenir des informations sur la structure de la molécule. 

11.12.2. Dans une molécule de footballène, la liaison entre deux atomes 

de carbone est de nature covalente 

II. 12.3. Dans l’isomère le plus stable, un atome de carbone appartient à 

un et un seul pentagone. Donc le nombre de pentagone est égal à : 60/5 = 12 

11.12.4.a) Dans la molécule, il y a délocalisation des électrons R 

sur l’ensemble de la molécule. Néanmoins, comme la molécule n’est pas plane, 

le recouvrement entre les orbitales p est moins efficace que dans des 

molécules où le système tt est plan. On comparera les longueurs de liaisons a 

celle des alcènes 0,134 nm. donc 0,138 nm (liaisons courtes dans le 

footballènel, 0,140 nm (benzène), 0,145 nm ((liaisons longues dans 

le footballénel et 0,154 nm (alcanesl. Les liaisons courtes ne sont pas tout a 

fait des doubles liaisons C=C et les liaisons longues sont plus courtes que 

celles des alcanes. 
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11.12.4.b) En considerant la structure du footbailéne. on constate 

qu’il y a deux types de liaisons C-C :Soit celles separant un hexagone et un 

pentagone, soit celles séparant deux hexagones. Comme on retrouve la structure 

hexagonale du benzene dans les hexagones, il est raisonnable de localiser les 

liaisons courtes entre les hexagones et les liaisons longues entre hexagones 

et pentagones. 

11.12.4.c) Comme les pentagones sont isolés les uns des autres, le 

nombre de liaisons entre hexagones et pentagones est égal a 5’12 = 00 

liaisons longues. LJ’autre part, d’après le théoreme d’Euier, le 

footballene posséde 20 hexagones. Or chaque hexagone est lié à trois autres 

hexagones (voir la figure de l’énoncé) : ce qui donne 20*3*1/2 (car les 

liaisons appartiennent à deux hexagones). soit 30 liaisons courtes. 

11.12.4.d) La forte intensité du pic moleculaire s’explique par la 

grande stabilité de l’ion Cio qui ne subit pas facilement des fragmentations. 

II. 12.5. Tous les atomes de carbone sont équivalents : il appartiennent 

tous à deux hexagones et un pentagone. II y a un seul pic en RMN 13C. 

11.12.6 A l’état solide, on peut envisager des liaisons de type de Van 

der Waals entre molécues de Cbo. 

11.12.7.a) Dans la structure cubique face centrée, le contact entre 

spheres a lieu le long de la diagonale d’une face. Soit a le parametre de 

maille et r le rayon d’une molécule de C bO. 4r = av/2 avec r = 0.5 nm. 

On en deduit a = 242r = 1,414 nm 

11.12.7.b) Dans la maille usuellement utilisée pour décrire la 

structure cubique face centrée, il y a 4 motifs par maille (multiplicité 41 et 

il y a 4 sites octaédriques et 8 sites tétraédriques par maille. L’obtention 

de composés de formule M3Cbo s’explique par l’occupation de tous les sites 

tétraédriques et octaédriques. 

III. Le carbone et ses oxydes. 

1II.A. Le carbone et les éléments de la deuxième rangée. 

III.A.1. IC=“I et N=N 

III.A.2.a) Le symbole Q signifie que le moment cinétique axial de la 

molécule est quantifié et dans le cas <r, le nombre quantique de quantification 

du moment cinétique est nul. L’orbitale correspondant possède la symétrie de 

révolution par rapport à l’axe de symétrie de la molécule. 

Les indices g et u sont relatifs aux propriétes de symétrie de l’orbitale : g 

(pour gerade = pair) signifie que l’orbitale est symétrique par rapport au 
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centre d’inversion, u (pour ungerade = impair) signifie que l’orbitale est 

antisymetrique par rapport au centre d’inversion, 

Les orbitales moleculaires (r sont obtenues par recouvrement axial d’orbitales 

atomiques : soit ici les orbitales 2s et 2pz , z etant la direction C-C. 

Le symbole n signifie que le moment cinetique axial de la molecule est 

quantifie et dans le cas x. le nombre quantique de quantification du moment 

cinetique est egal a un. L’orbitale correspondant ne possede plus la symétrie 

de révolution par rapport a l’axe de symetrie de la molécule, mais est 

symétrique vis a vis d’une symétrie plane (plan orthogonal à l’axe de la 

liaison et passant par le centre de symétrie et antisymétrique vis a vis d’une 

autre symfitrie plane (plan passant par l’axe de symétrie). 

Les indices g et u ont toujours la méme signification. 

Les exposants x et y précisent la position des plans de symétrie et 

d’antisymétrie de l’orbitale. 

IiI.A.2.c) Le nombre de liaison n (ou indice de liaison) est par 

definition la demi difference du nombre d’électrons liants et du nombre 

d’électrons antiliants. Pour la molecule de Ca, les orbitales o , xx et trv 
g u ” 

sont liantes, l’orbitale (ru est antiliante. donc n = (o-2)/2 = 2 

III.A.2.d) La molécule de Ca est diamagnétique car elle ne possede 

pas d’électron célibataire. 

IlI.A.3. La molécule de ü2 

III.A.3.a) Diagrammes d’orbitales moleculaires. - 2s - 

z/of_L- - -fL 
T-r+ LT; 

va->-$ l-r,, 
ALL .-L 

lÏ,& lLv 
Y 

& ki 
la-u 

41 16 
B 

if. Ih2, 

-u- 4 

molécule C molecule ‘) 
2 2 

La difference fondamentaie entre ces deux diagrammes est l’inversion des 

niveaux 20 /nu. Dans le cas du carbone, 
g 

les niveaux 2s et 2p sont proches et 

l’orbitale antiliante issue de l’interaction des 2s est plus haute en énergie 

que l’orbitale liante issue de l’interaction des 2p. En revanche, dans le cas 

de l’oxygène, la différence d’énergie entre 2s et 2p est beaucoup plus 

importante et l’orbitale antiliante issue de l’interaction des niveaux 2s est 

plus basse en énergie que l’orbitale liante issue de l’interaction des 2p. 
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llI.A.3. b) Pour la molecule de Uz : n = (8-4U.2 = 2 

lII.A.3.c) La molécule de ü2 est paramagnétique car il y a deux 

électrons celibataires. 

III.A.4. Le diagramme type celui de Cz s’applique jusqu’à Ns inclu. 

Au-del& c’est le diagramme type Oz qui s’applique. 

1II.B. Spectroscopie du monoxyde de carbone et de quelques dérivés. 

I1I.B. 1. Spectroscopie de photoélectrons. 

lII.B.l.a) Le principe de la spectroscopie de photoélectrons est 

d’envoyer sur des molécules ou ions des photons U.V. ou X d’énergie fixée, 

susceptibles d’ioniser la molecule ou l’ion. On analyse l’énergie des 

electrons émis et leur nombre. Cela permet d’en déduire l’energie des 

orbitales qui contenaient I’electron (theoreme de Koopmans). 

1II.B.l.b) Spectre de photoélectron de N2. 

Le spectre fait apparaitre un pic intense à 15.0 eV. correspondant a 

l’orbitale de plus haute énergie occupee : c’est l’orbitale de type 20 Le 
EE 

massif constitue de 5 pics dont le plus haut en énergie est a 16.7 eV peut 

étre attribue aux électrons II liants. La surface du massif est double de la 

précédente car il y a deux fois plus d’electrons. Le petit pic à 18.8 eV peut 

étre attribué aux électrons des orbitales Ier 
” 

ün peut donc pnposer la strtucture électronique suivante pour Ns : 

Llql~(l<r”~~(n~l~(1~~~~~~1~ 

Spectre de photoelectron de CO. 

II ressemble beaucoup à celui de Ns. La plus haute orbitale occupee est 

plus haute en énergie que dans le cas de l’azote moléculaire. 

(lo)2(llr12(~ylz(nylz~~~z 

Les indices u et g ne sont plus présents car la molecule ne possede plus de 

centre d’inversion. 

11I.B.l.c) La structure fine des spectres est due à l’existence de 

niveaux vibrationnels. Plus la structure fine est importante, plus le niveau 

est fortement liant. 

llI.B.l.d) Le meilleur ligand est CO car l’orbitale de plus haute 

énergie est moins solidement liee à l’édifice que dans la molécule de N2 (donc 

plus disponible pour la réactivité). 

111.B.l.e) L’orbitale de plus haute energie a un fort coefficient sur 

la carbone (on peut comparer le potentiel d’ionisation du carbone (Ic = 11.3 

eV) et le potentiel d’ionisationde l’oxygéne cIo = 13.6 eV) a 14 eV pour 

constater que l’orbitale la plus haute en energie est a peine liante. 
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IIi.6.2. Spectre de rotation-vibration 

111.6.2.a) Ces bandes corresponaent a des transitions entre niveaux 

vibrationnels et rorationnels. 

111.B.2.b) Il n’y a pas de raie au centre de la bande d’absorption 

car cela correspondrait a une transition interdite (An = 0 : pas de variation 
P 

de nombre quantique de rotation). 

III.B.2.cl Considérons le nombre d’onde (r = 2144cm.’ correspondant a 

une transition de vibration pure. L.e nombre d’onde est relie a la masse 

réduite ~1 du systeme et a la constante de force k de I’oscillateur par la 

relation : 

o = 1/(2nclIk/~l”* 

I/p = I/mc + I/mo = N*II/Mc + IlMol 

et dcnc k = 4tt2c2~z~ 

ce qui donne numériquement k = 186ü N.m-’ 

L’energie de rotation est quantiîiee selon la relation : 

EU) = hZ/(8n211.J.IJ + Il 

ou J est le nombre quantique de rotation (entier positif) et 1 le moment 

d’inertie de la molecule. 

AEIJ,J+Il = hZ/18tt211.i(J + Il.IJ + 21 - J.(J + 111 = hZ/(8x211.2(J + 11 

hZ/(4n211 est donc I’ecart entre deux raies. Ceci permet de calculer le moment 

d’inertie de la molécule : 

1 = N(4n2c01 avec D = 4 cm 
-1 

soit numériquement 1 = 1,4.10? kg.m’ 

La connaissance du moment d’inertie permet d’acceder a la distance 

interatomique. = m .d* + m .d* ou G est le centre d’inertie de la 
0 CO c GC 

molecule. 

m .d = m .d 
0 GO c ‘C 

d = (mc/mo + Il.dcc 

d = dGO + C]cc 

1 = mo.(d - docI* + mc.dzc = m .Id - d/Imc/mo + Iii* + mc.d*/imc/m + Il2 
.s 

0 
1 = d*.imo.imc/mo/(mc/mo + 11~ + mc/imc/mo + 11’1 = d’.momc/(mc + moi 

et donc : d = iI.Imc + moj/(mcmojYz 

soit numériquement d = 1,11.10~‘~ m 

III.B.3. Application en astrophysique 

III.B.3.a) h = 2,6 mm et donc 6 = I/h = I/(2,6.10-31 = 385 m-i = 

3.85 cm-’ 

III.B.3.b) Les mesures sont en accord avec les données de la 

question précédente : on enregsitre le spectre de rotation. 
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111.8.4. Metaux carbonyles. 

III.B.4.a) Vn applique la regle des 18 electrons : le métal-carbonyle 

possede 18 electrons de valence. Le fer est de structure 3d64sZ, soit 8 

électrons de valence. Chaque ligand Cû apporte 2 électrons. Donc le complexe 

Fe(Cüls possede 8 + 5’2 =18 electrons de valence. x = 5. 

111.B.4.b) Le complexe est de géométrie bipyramide a base triangulaire 

III.Ei.4.cl L’orbitale la basse vacante du fragment interagit avec 

l’orbitale 2<r (soit un doublet plutot localisé sur le carbone). L’orbitale la 

plus haute occupée du fragment interagir avec les n* vacantes du monoxyde de 

carbone : cette interaction est connue sous le nom de rétrocoordination, il 

y a transfert d’eiectrons ayant lieu du metal vers le ligand. 

III.B.4.d) Le monoxyde de carbone est toxique car c’est un bien 

meilleur ligand que le diazote. par son doublet quasiment non-liant porté par 

le carbone. II forme en particulier un complexe stable avec l’hémoglobine, 

beaucoup plus stable que le complexe que forme I’hémoglobine avec le 

dioxygène. 

III.B.4.e) Le doublet non-liant de HO- interagit avec I’orbitale II* 

localisée sur le carbone de CO. La fixation du monoxyde de carbone sur le 

métal s’est traduit par une diminution de la densité électronique sur le 

carbone et donc par I’augmentation de l’électrophilie de celui-ci. 

III.B.4.f) La bande infrarouge observée est due a l’élongation de 

valence de la iiaison CV. Dans le monoxyde de carbone, le nombre d’onde de 

cette vibration de valence est localisée a 2144 cm-‘. On observe donc dans les 

métaux carbonyles une diminution du nombre d’onde. Ce résultat peut 

s’interpréter par la delocalisation des électrons occupant dans la molécule 

libre I’orbitale 20 liante. Dans la série proposée, l’augmentation du nombre 

d’électrons dans les n* explique la diminution du nombre d’onde. 

III.B.4.g) 

métal-métal. 

II ne faut pas oublier dans cette structure la liaison 
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1II.C. Thermodynamique des oxydes de carbone. 

1II.C. 1. ArG”(TO) = 24C’iCO) - A G”(CüZ) = -2.137,1 + 393.5 P 
A G?T 1 = 119.3 kJ.mol-’ 

e: A &T ) = - RT .In(K) 

Don~!~ K =01.22.10-210 

K = P&,/{Pco&) on note par la suite P/P,=, = P 

Pco2 = P - Pc0 et donc : FEo = KP - KP et donc p = ((K’ + 4KP)“’ - K)/2 
CO CO 

avec F = 1 on obtient : Pc0 = 3,5.10-” bar 

L’espèce préponderante a 298 K est donc le dioxyde de carbone. 

III.C.2. ” = c + 2 - cp = (3 - !) + 2 -2 = 2. 

On peut librement fixer deux paramètres intensifs, par exemple la température 

et la pression. 

11I.C.3. A Ho = A Go + T.A SO 
r r r 

ce qui donne numériquement à T = 298 K : 

A Ha = 119.3 + 0.298.175.9 = 171.7 kJ.molÏ’ 

La réaction est endothermiq.ue cApHo > 0) : l’application de la loi de Van’t 

Hoff montre qu’ une élévation de la température se traduit par un déplacement 

de l’équilibre vers la droite. 

Une élévation de pression favorise l’équilibre dans le sens d’une diminution 

du nombre de moles gazeuse, soit dans le sens de formation de CO?. 

III.C.4. La combustion a lieu à haute température où CO est stable. Lors 

du refroidissement des gaz. il est possible de convertir CO en COz. Mais cette 

réaction est lente, il faut un bon catalyseur, à base de métaux coûteux 

(rhodium,.. 1 pour que cette réaction ait lieu rapidement. 

III.C.S.al Ce type de diagramme s’appelle diagramme d’Ellingham. 

1II.C.S.b) Pour observer des droites dans ce type de diagramme, il 

faut que l’intégrale 

J 
J 

ArcE.dT soit négligeable devant A Ho et que l’intégrale i 
(Apcp/Tj.dT soit négligeable devant ArSo. 

III.C.6. Le signe de [‘entropie standard de réaction peut être prévu par 

le signe de la variation du nombre de mole gazeuse au cours de la réaction, 

noté AV 
g 
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Pour I’equilibre C/COa : 

C+O 2 (2 CO 
2 

AU~ = 0 donc ApSo 4 0 ce qui se traduit par une pente nulle. 

Pour l’équilibre C/C0 : 

2C + 0 
2 

(-- 2C0 

Ave = +1 donc Ar’S’ > 0 ce qui se traduit par une pente negative. 

Pour I’equilibre CO/COa : 

2CO + o2 (-- 2CO* 

Avs = -1 donc ArSo c 0 ce qui se traduit par une pente positive. 

III.C.7. L’existence d’un point de rencontre entre les trois droites est 

dù au fait que les trois équations ne sont pas indépendantes. A la température 

de rencontre, I’enthalpie libre standard de la réaction de Boudouard est 

nulle. 

III.C.8. Dans ces questions, le monoxyde de carbone est considéré comme 

métastable. 

III.C.8.a) A la température t < 570 “C, le monoxyde de fer n’est pas 

thermodynamiquement stable. La réduction se fait selon la séquence : 

Fe*o3 ----a Fe0 
3 4 -> Fe 

3 FeZO + CO ---a 2 Fe304 + CO 
2 

1/4.Fe304 + CO -> 3/4.Fe + CO* 

111.C.8. bl A la température t > 570 ‘C, le monoxyde de fer peut 

exister. La réduction se fait selon la séquence : 

Fezo3 
-> Fe0 -> Fe0 -> Fe 

3 4 
3 FezO + CO -> 2 Fe304 + COa 

Fe304 + CO -> 3 Fe0 + COa 

Fe0 + CO -> Fe + COa 

lII.C.9. La silice SiOs, l’oxyde d’étairi SnOa et l’oxyde de 

tungstène(VI1 WOa sont réductibles par le carbone. Le fait que la courbe 

d’Ellingham relative au couple C/C0 est négative pourrait laisser croire que 

le carbone est le réducteur universel, c’est à dire que pour une température 

suffisamment haute, cette courbe coupe les droites de pentes positives 

relatives aux couples métal/oxyde. Néanmois la réduction par le carbone pose 

des problèmes tant sur la plan cinétique (les réactions solide/solide sont 

lentes) que sur le plan thermodynamique (le carbone forme avec de nombreux 

métaux des carbures et des alliages). 

III.C.10. Le composé défini a une composition 6.67 9. en masse de carbone. 

Donc, dans 100 g de ce composé défini, il y a 6.67 g de carbone et 93.33 g de 
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fer. soit : 

6,67/12 = 0.5558 mol de carbone et 93.3j55.84 = 1.671 mol de fer 

soit la formule FesC. C’est la cementite. 

IV. Les états non cristallins du carbone. 

IV.1. Le phénomène d’adsorption met en jeu l’interaction d’une 

molecule avec la surface. Lorsque l’interaction molécule/surface met en jeu 

des forces de type Van der Waals, il s’agit d’adsorption physique. Lorsque 

l’interaction molécule/surface se traduit par la rupture et la formation de 

liaison chimique, il s’agit d’adsorption chimique. Les phénomènes de 

physisorption mettent en jeu des énergies de l’ordre de 10 a 20 kJ.molÏ’, 

tandis que la chimisorption met en jeu des energies de l’ordre d’une centaine 

de kJ.mol-i. Lors de la chimisorption, la nature chimique de l’espèce adsorbee 

est notablement différente de celle de l’espèce non adsorbée. Les processus de 

physisorption sont peu sélectifs. 

IV.2. La vitesse d’adsorption est proportionnelle à la pression du 

gaz, au nombres de sites disponibles : 

va = k.PA(I - el 

La vitesse de désorption est proportionnelle au nombre de sites occupes : 

vd = kde 

A l’equilibre, v = vd et donc : k.PA(I - bll = kdti et 

6 = lk/kdlPA/(; + (ka/kdlPA) 

Qn pose K = k./ka et I/ti = 1 + (I/Kl.(VPA) avec t) = V/V 
max 

I/V = I/V max.(I + I/(KPAll 

Plus la température est élevee, plus il faut atteindre une pression élevee 

pour obtenir l’occupation d’une fraction donnée des sites. 

111.3. Qn trace I/V en fonction de l/PA (voir courbe jointe). 

L’ordonnee à l’origine est égale à 0.007148 soit V = 140 cm3 et K = 0.60 
max 

pour les pressions exprimées en bar. 

111.4. Soit Q la fonction de partition du systeme : 

Q = 1 expf-E/kTl ou E est l’énergie totale du systéme. 
c?tats 

Pour n sites occupés : E = -nc 

et M!/(n!(M - nl!) est le nombre d’arrangements de n sites occupés parmi M 

sites disponibles. 

II y a donc M!/(n!(M - nl!) états d’énergie nc et on remplace la somme sur les 

états par une somme sur le nombre de sites occupés (une somme sur l’énergie). 

d’où l’expression proposée de Q : 
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M 

Q = 1 M!/in!(M - nl!)exp(ns/kTl 
i-l=0 

IV.5 La relation entre énergie libre F et fonction de partition est 

donnée par : 

F = -kT.ln(Q) 

In(Q) = In(M!) - In(<n>!) - In((M - <n>)!) + <n>&/kT 

En utilisant la formule de Stirling, on obtient : 

F = - <n>c + kT.(<n>.ln(<n>) + (M - <n>).ln(M - cn>) - M.ln(M)) 

IV.6. p = (8F/CJnITv = -E + kT.ln(<n>/(M - cn>)) 

IV.7. Le taux d’adsorption 8 est relié simplement au rapport <n>/M : 

9 = <n>/M 

Donc p = -c + kT.ln(l/{M/<n> - 1)) = -E +kT.ln(l/(l/B - 11) 

exp(-(p + c)/kT) = IA3 - 1 c’est à dire 0 = I/(l + expt-(p + c)/kT)) 

e = exp((p + &)/kTj/(l + exp((p + c)/kT)) 

IV.8. Le potentiel chimique de la phase adsorbée est égal à : 

p = -E + kT.ln(e/(l - 0)) 

Le potentiel chimique de la phase gazeuse est de la forme e” + kT.In(%) 

avec F 
A 

= PA/Prer. 

La condition d’équilibre s’écrit : 

go + kT.ln(PA) = -c + kT.ln(e/(l - e)) 

soit PA.exp((po + c)/kT) = (I/(l/e - 1)) et 1/8 = 1 + exp(-(pO + &)/kT)/PA 

que l’on compare à l’expression “classique” : l/e = 1 + l/(KPA) 

K = exp((g’ + c)/kT) 

IV.9. Mise en forme d’une fibre chimique. 

Filage : le polymère fondu est extrudé 

Etirage : c’est une déformation longitudinale (rouleaux tournants à des 

vitesses différentes) 

Texturation : c’est une déformation thermoplastique (torsion) 

Les fibres ont une structure qui ressemble à celle d’un verre. Les fils sont 

très fins ; il n’y a pas de microfissures et ils possèdent des propriétes 

mécaniques exceptionnelles 
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Agrégatio
(Concours Externe)

OPTION : CHIMIE

Épreuve B : Composition de Physique - Session : 1996

PREMIER PROBLÈME

QUELQUES ACCÉLÉRATEURS DE PARTICULES

I. Accélération au moyen d’une différence de potentiel continue.

I.1. Accélérateur de Cockroft-Walton, 1932.

I.1.1. Pour des électrons, l’énergie cinétique en B est telle que :

1
2

 me v
2 – O = – e (VA – VB)

il faut VA – VB = U < O

pour accélérer des électrons de charge – e.

v = √2e|U|
me

I.1.2. vL = 0,4 × 3.108 m ⁄ s = 1,2.108 m ⁄ s

|Ue| = 
me v

2

2e
  ⇒   |Ue| = 40950 V  |Ue| = 40,95 kV

Ec
e
 = 1

2
 me v

2 Ec
e
 = 6,55.10 – 15 J

Ec
e
 = 0,04 MeV –

I.1.3. Pour des protons il faut VA – VB > O

Up = 
mp v2

2e
Up = 75,15.106 V Up = 75,15 MV

Ec
p
 = 75,15 MeV
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Pour la même énergie fournie, la vitesse des électrons sera plus proche de c que celle des protons.

I.1.4. I.1.4.1.

I.1.4.2.

uD
1
 = uS + uC

1

De même uD
1
 permet, à travers D2, la charge de C2 jusqu’à une tension 2U et

cette tension garde une valeur constante égale à 2U.

uD
1
 + UD

2
 = UC

2
  ⇒   uD2

 varie en opposition à uD
1
 (variation d’amplitude 2U).

Même raisonnement pour uC
3
 que pour uC

2
 : uC

3
 = 2U et uBA = UC

1
 + uC

3
 = 4U.
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Pour obtenir 8U il faut doubler le circuit 3 :

II. Accélération au moyen d’une différence de potentiel alternative.

II.1. Accélérateur linéaire (type Sloan et Lawrence, 1931).

II.1.1. a) Entre deux tubes voisins ∆Ec = travail de la force électrique : ∫e E
→

  dl
→

 = eUL.

∆Ec = eUL en considérant que u reste égale à UL pendant la traversée.

A l’entrée du nième tube le proton a été accéléré (n – 1) fois par la tension alternative :

Ec
n
 = 

1
2

 mp v0
 2 + (n – 1) eUL

Ec
n
 = e U0 + (n – 1) eUL = 2,04 MeV

b) Si les protons rentrent dans le premier tube au temps t = 0 ils seront accélérés sous une

tension UL au temps t1 = 
T
4

 = 
1

4ν
. Ils seront accélérés dans le deuxième intervalle sous

une tension UL à nouveau au bout d’une demi-période suivante soit à t2 = 
3T
4

. Ils traversent

le deuxième tube, le n ième tube en T ⁄ 2 soit 
1

2ν
 seconde.

L1 = v0 t1 = 
v0

4ν
 = 

1
4ν

 √2eU0

mp

L2 = v1 
T
2

 = 
v1

2ν
   v1

 2 – v0
 2 = 

2eUL

mp

v1
 2 = u0

 2 + 
2eUL

mp
 = 

2eU0

mp
 + 

2eUL

mp

= 
2e
mp

 (U0 + UL)

L2 = 
1

2ν
 √2e

mp
  √u0 + UL

Ln = 
vn – 1

2ν
 = 

1
2ν

 √2e
mp

  √U0 + (n – 1) UL

Application Numérique :  L1 = 5,17 cm ; L2 = 13,56 cm ; L20 = 39,53 cm.
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II.1.2. Les protons qui arrivent dans l’intervalle entre le tube 1 et le tube 2 aux instants t = 0,
T
2

, T sont soumis à un champ nul donc non accélérés ; ceux qui arrivent à 
3T
4

 sont freinés

par un champ inverse.

Il n’y a donc que les protons qui passent autour du temps T/4 qui seront accélérés notablement.
Il faudra attendre un temps T pour avoir un autre paquet de protons accélérés dans les
mêmes conditions.

Le temps qui sépare le passage de deux paquets consécutifs est donc égal à la période du
champ accélérateur alternatif.

II.1.3. Les protons arrivant avec une phase Φ0 sont accélérés sous tension UL sin Φ0 > 0.

Dans le cas a, ceux qui sont légèrement plus rapides que les précédents sont moins accélér és
[UL sin (Φ0 – ∆Φ)] . Ceux qui sont légèrement moins rapides sont plus accélérés

[UL sin (Φ0 + ∆Φ)] . Ces deux types de protons ont tendance à rester groupés avec les

protons précédents. Dans le cas b, les protons qui sont plus rapides (Φ0 – ∆Φ) sont encore

plus accélérés, ceux qui sont plus lents sont moins accélérés que les protons de phase Φ0.

C’est donc le cas a qui correspond à un fonctionnement stable.

II.2. Cyclotron, 1932.

II.2.1. Les protons pénètrent dans le champ B
→

 du premier «dé» avec une vitesse v0
→ ⊥  à B

→
  puisque

B
→

 ⊥  à E
→

 . Chaque proton est soumis à F
→

 = e  v→ ∧  B
→

 à tout instant. Cette force n’est pas
accélératrice. Puissance nulle ⇒  v = cte. L’accélération et la vitesse initiale sur z sont nulles
⇒  pas de mouvement parallèlement à Oz.

Temps mis pour parcourir un demi-cercle :

t = 
πr
v0

 avec r = 
mp V0

eB

t = 
π mp

eB

ce temps ne dépend pas de la vitesse mais seulement de la particule accélérée et de la
valeur de B.

Pour que ∆Ec soit la même aux deux extrémités d’un demi-cercle il faut que la phase du

champ accélérateur augmente de π.

Soit t = 
Tc

2
 d’où Tc = 

2π mp

eB
νc = 

1
Tc

 = 
eB

2π mp

Application Numérique : ν = 22,9 MHz
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II.2.2. A chaque traversée de l’espace accélérateur la variation d’énergie cinétique est égale  à eUc.

A l’entrée du premier demi-cercle : 
1
2

 mp ν1
 2 = eUc,

r1 = 
mp v1

eB
  ⇒   rn = 

mp vn

eB

1
2

 mp vn
 2 = n e Uc  et  rn = √2n mp Uc

eB2

Application Numérique : r500 = 48,2 cm

II.2.3. Pendant le temps de la traversée la tension ne reste pas égale à Uc mais varie légèrement.

II.2.4. a) uc = Uc sin (ωt + Φ0)

b) F
→

 = e E
→

 = e 
uc

g
 ux
→

w = ∫  
– g ⁄ 2

 + g ⁄ 2

F dx = ∫  
– g ⁄ 2

 + g ⁄ 2
e
g

 Uc sin (ωt + Φ0) dx

dx = vdt = rωdt

w = ∫  
t
1

 t
2 e Uc rω

g
 sin (ωt + Φ0) dt

w = ∫  
– g ⁄ 2v + kT

+ g ⁄ 2v + kT
e Uc rω

g
 sin (ωt + Φ0) dt

     w = 
e Uc rω

gω
 

– cos (ωt + Φ0)

  – g ⁄ 2ωr + kT

 + g ⁄ 2ωr + kT

w = e Uc 




sin g ⁄ 2r

g ⁄ 2r



 sin Φ0

c) Pour avoir un gain maximal il faut prendre Φ0 = π ⁄ 2.

d) r1 = 2,15.10 – 2 m   
sin g ⁄ 2r1

g ⁄ 2r1

 = 0,991

r2 = 3,045.10 – 2 m   
sin g ⁄ 2r2

g ⁄ 2r2

 = 0,995

Ce rapport très voisin de 1 sera de plus en plus proche de 1, au fur et à mesure que r
augmente.
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On a donc : w = e Uc

et Wn = n e Uc

Application Numérique : W500 = 4.10 – 12 J = 25 MeV

Wn < < 938 MeV : la mécanique classique reste applicable (Wn < 75 MeV valeur trouvée

au I.1.3.).

II.2.5. L’énergie par nucléon étant de l’ordre de 8 MeV est très inférieure à l’énergie de masse
d’un nucléon (de l’ordre de 930 MeV) et on peut utiliser la formule classique de l’énergie :

Ec = 
1
2

 m v2  avec   rn = 
mv

|q| B
 = 

mv
Zi e B

Ec = 
1
2

  
Zi2 e2 (Brn)

2

m

Calcul de Zi entier : Zi = √2m Ec

e2 (Brn)2  = 4

III. Accélération par une induction électromagnétique (principe élémentaire de bétatron, 1940).

III.1.
e = – 

dΦ
dt

Φ = ∫  
0

 R

B (r,t) . 2πrdr  ⇒   e = – πR2 
dBmoy(t)

dt

= πR2 Bmoy(t)

III.2. e = ∫ E→ . dl
→

e = E2πR

– πR2 
dBmoy

dt
 = E . 2πR  ⇒   E = – 

R
2

 
dBmoy(t)

dt

III.3. F
→

 = – e E
→

 – e  v→ ∧  B2
→(t)

III.4. F
→

 = – e E uθ
→ – e v B2 ur

→  p→ = p uθ
→

F
→

 = 
dp
→

dt
  ⇒   

dp
→

dt
 = 

dp

dt
 uθ
→ + p 

du
→

θ
dt

= 
dp

dt
 uθ
→ – p ω ur

→

52 OPTION CHIMIE



⇒
dp

dt
 = – e E = 

Re
2

  
dBmoy(t)

dt
, pω = e v B2(t), p = e R B2(t) ⇒  

dB2(t)
dt

 = 
1
2

  
dBmoy(t)

dt

III.5. E garde le même sens pendant que 
dB
dt

 garde le même signe, c’est-à-dire pendant un quart de

période. Si on applique la formule non relativiste de l’énergie :

Ec = 
p2

2m

Ecmax = 
Pmax

  2

2me
 = 

e2R2B2m
 2

2me

⇒ B2m = √ 2m2 Ecmax

e2R2

Application Numérique :  Si Ecmax = 0,04 MeV, B2m = 6,7.10– 4 T.

Valeur très faible. Comme on peut obtenir des valeurs de B de l’ordre du Tesla, les électron s
atteindront une vitesse dépassant 0,4 C et même une vitesse proche de celle de la lumière. L a
mécanique classique n’est pas applicable au bétatron.

IV. Synchrotron, 1947.

IV.1. R = 
p

q B

Si on veut maintenir R constant lorsque p croît il faut faire croître B.

IV.2. Pour faire un tour T = 
2πR

v
.











f = 
v

2πR

R = 
mv

qB √ 1 – v2 ⁄ c2










    f = 

q B √1 – r2 ⁄ c2

2πm

(2πf)2 = 
q2B2

m2  



1 – v

2

c2




 = 

q2B2

m2  – 
q2B2

m2
 



v2

c2



   ⇒    

q2B2

m2
 – (2πf)2 = 

q2B2

m2c2 v2

R2 



1 – 

v2

c2




 = 

m2v2

q2B2   ⇒   R2 = 



R2

c2  + 
m2

q2B2




 . v2

⇒ q2B2

m2
 – (2πf)2 = q

2B2

m2c2  
R2





R2

c2  + 
m2

q2B2









q2B2

m2
 – (2πf)2




  




R2

c2  + m2

q2B2




 = 

q2B2R2

m2c2
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⇒ 1
2πf

 = √R2

c2  + 
m2

q2B2

f et B sont dépendants.

Pour permettre l’accélération des particules sur une orbite de rayon R constant il faut a ugmenter la
fréquence en même temps que l’on augmente B.

SECOND PROBLÈME

I. CONDUCTION DE LA CHALEUR.

1. Loi de Fourier.

1.1. La chaleur passe du chaud au froid (sens opposé à grad
→

 T).

1.2. P(x,t) = ∫∫
s

  j
→

 . ds
→

 = j(x,t) π R2

1.3. jx = – Λ 
dT
dx

ΛΛΛΛ en Wm– 1K – 1

2. Équation de la chaleur.

δQ = m CdT = µ π R2 CdT dx

Bilan : P(x,t) dt = P(x + dx,t) dt + δϕ

C µ π R2 
∂T

∂t
 = 

– ∂P

∂x
 or P = j π R2 = – Λ π R2 

∂T

∂x

∂∂∂∂2T

∂∂∂∂x2  ==== 
Cµµµµ
ΛΛΛΛ

  
∂∂∂∂T
∂∂∂∂t

a = 
Λ

µC

3. Régime permanent.

3.1. Résistance thermique.

3.1.1. En régime permanent : 
∂T

∂t
 = 0 , 

∂2T

∂x2  = 0 , T(x) = 




TB – TA

h



 x + TA.

3.1.2. j = – Λ 




TB – TA

h




 , P = – Λ 





TB – TA

h




 π R2 uniforme

Rth ==== l
ΛΛΛΛ ππππ R2
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3.2. 3.2.1. Cylindre bout à bout : même j même P.

R1 = 
T0 – T1

P
 = 

l1
Λ1 π R2 R2 = 

T1 – T2

P
 = 

l2
Λ2 π R2 R = 

T0 – T2

P
 = R1 + R2

3.2.2. Analogie électrocinétique.

VA – VB = RI , TA – TB = Rth P

P → I , T → V , Λ → γ  conductivité.

Loi d’Ohm : j
→→→→ ==== γγγγE

→→→→ ==== – γγγγ grad
→→→→  V

3.2.3. Applications.

Cas 1 : R1 = 0,178 K.W – 1 ; Cas 2 : R2 = 1,37 K.W – 1.

Meilleure isolation dans le cas 2 : R 2 plus grand.

3.3. 3.3.1. T1 – Tc = R1P , Tc – T2 = R2P , T1 – T2 = RP.

R1 = 
l

Λ1S
 , R2 = 

l
Λ2S

 , R = R1 + R2

3.3.2. Tc – T1 = 
R1

R
 (T2 – T1) , K = 

R1

R1 + R2

 = 
Λ2

Λ1 + Λ2

Tc ==== 
ΛΛΛΛ2 T2 ++++ ΛΛΛΛ1T1

ΛΛΛΛ1 ++++ λλλλ2

3.3.3. Application Numérique : Corps humain / bois Tc = 319 K.

Application Numérique : Corps humain / inox Tc = 339 K.

l’inox paraît plus chaud.

3.4. Pertes par convection.

3.4.1. P(x + dx) = P(x) – b 2πR dx u(x)

dP
dx

 = – b 2π R u(x)

3.4.2. P(x) = jπR2 = – Λ 
∂u
∂x

 πR2

ΛR
2b

  
d2u
dx2 = u(x)

u – d2u’’ = 0
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T(x) – T0 = u(x) = 

T1 – T0


 e– x ⁄ d

3.4.3. Application Numérique :  d = 0,1 m , x310 = 72,7 cm.

4. Régime dépendant du temps.

4.1. To température moyenne du sol ; θ amplitude thermique.

4.2.
a 

∂2v

∂x2 = 
∂v
∂t

  
x = o

x → ∞ 
T = T(0,t) = To + θ cos ωt
T → To     v → 0

4.3. En x = 0 , v = θ cos ωt donc B = O

x → ∞ A = θ

c2 = k2 , a 2kc = ω , c = k = √ ω
2a

4.4. T(x) – To = 10 e– Cx cos (ωt – kx)

c = 11,4 m – 1

pour T(x) > 273,15 K pour x ≤≤≤≤ 3,31 cm.

II. RAYONNEMENT.

1. Loi de Planck.

1.1. M = ∫  
0

 ∞
dM
dν

 dν = ∫ 2 π h

c2   
ν3 dν



 e

  
hν
λT – 1





x = 
hν
kT

M = 









∫  
0

 ∞
x3dx
ex – 1










 
2 π d

c2   
k4T4

h3  = σT4

σ = 
π4

15
  

2 π k4

c2 h3  = 5,67.10 – 8 Wm– 2 K– 4
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1.2. dM
dλ

 = 
dM
dν

  
dν
dλ

 = – 
c
λ2 

dM
dν

 = 
c1

λ5 



e

  
c

2

λT – 1





1.3. dM
dλ

 extrémale : λ5 



e

  
c

2

λT – 1



  extrémale.

5λ4 



e

  
c

2

λT – 1



  + λ5 




– 

e2

λ2T




 e

 
c

2

λT = 0 , e

c
2

λT 



5 – 

c2

Tλ



 = 5

ex (5 – x) = 5  x = 4,965  λλλλ0T ==== 2,88.10– 3  SI ==== 2880 µµµµm.K

T = 300 K  λm = 9,66 µm  λ0 = 9,60 µm

rayonnement IR. Accord théorie et expérience.

1.4. Approximation de Wien hν > > kT, e
 
hν
kT >> 1.

dM
dλ

 ≈ 
c1

λ5 e

c
2

λT

1.5. Température de surface du Soleil.

λM T = 2898 µm.K T = 5796 K P = M × 4π R0
 2 = σ T4 4π R0

 2

= 3,96.1026 W

L’énergie provient de réactions nucléaires dans le Soleil.

∆ mc2 = ρ t     ∆ m = 4,4.109kg

t = 
1,99.1030

∆ m
 = 4,5.1020 s = 1,4.1013 ans

2. Capteur solaire.

2.1. J = σT1
 4, T1 = 344 K  (71°C).

λ1 = 8,41 µm  →  IR

2.2. T = 400 K, λmax = 7,2 µm

dM
dλ



 7,2 µm

 = 2,16.10 – 11 W ⁄ m2  
dM
dλ



 1 µm

 = 1,78.10 – 20 W ⁄ m2

On néglige l’émittance aux longueurs d’ondes inférieures à 1 µm.
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2.3.

Pour S J + σTv
 4 = σTs

 4

Pour V σTs
 4 = 2σTv

 4

⇒  J = σTv
 4  Tv = 344,2 K et Ts = 409,3 K, effet de serre : Ts > T1

2.4. Q = mc∆t

la puissance nécessaire pour chauffer quinze litres d’eau à l’heure :

P = Q
t

 = 923 W

Bilan pour S = 1 m2.

Vitre σT3
 4 = 2σT’4 avec T’ température de la vitre.

surface J + σT’4 = σT3
 4 + 

P
S

avec T3 température de la surface.
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J – 
σT3

 4

2
 = P

S
 = 449,5 W ⁄ m2

S = 2,05 m2

Rendement r = 
449
800

 = 56 %

3. Pyromètre à disparition de filament.

3.1. 3.1.1. P plan focale image de L1 = plan focal objet de L2 
O1O2 = O1F’1 + F2O2 = 12 cm.

G = 
f’1

f’2
 = 5

3.1.2.
S  →

L
1

  S’  →
L

2

  S’’

d = 12,5 c O2S’’
_____

 = – 10,5 cm O2S’
____

 = – 1,68 cm ∆S’ = 0,32 cm

O1S’
____

 = 10,32 cm O1S
____

 = – 322,5 cm O1S
____

  ≈ 3,22 m

3.2. 3.2.1. Étalonnage.

Expérience reproductible :

– pas de lumière parasite,

– les rayons issus de S et F doivent être diaphragmés de la même façon,

– pas de convection.

3.2.2. Même émittance pour λ :

c1

λ5 e
– 

c
2

λT
N = ε 

c1

λ5 e
– 

c
2

λT  
1
T

 = 
1
Tn

 + 
λ
c2

 ln ε

T ==== 1446,7 K  c2 = 0,0143
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4. Pyromètre à rayonnement total (bolomètre).

4.1. M1 = σT1
 4 P1 = ε1 σ T1

 4 S1 = 
P2

t
 = 

ε2

t
 σ T2

 4 S2

T1
 4 = 

T2
 4

t
  

ε2S2

ε1S1

4.2. α = – 
B
T2 B = – αT2 = 4440,2 K

A = 4,05.10 – 3 Ω

4.3. T2 = 316,5 K ⇒   T1 = 1825 K
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Agrégatio
(Concours Externe)

OPTION : PHYSIQUE APPLIQUÉE

Épreuve A : Composition de Physique - Session : 1996

PROBLÈME I

A. ÉTUDE DU CHAMP DE GRAVITATION TERRESTRE

1. Préliminaires.

E
→

 = 
1

4πε0
 Σ

i
 
qi

ri
 2 u→r

i
  →  φ = 

Σ qint

ε0

E
→

G = – G Σ
i
 
mi

ri
 2  u→r

i
  →  φ = – 4π G Σ mint

2. a. r > RT : – ||E
→

G
T
|| 4πr2 = – 4π GMT   ⇒    ||E

→
G|| = 

GMT

r 2  = g0 
RT

2

r2

E
→

GT = – g0 
RT

 2

r2  u→r

r < RT : – ||E
→

G
T
|| 4πr2 = – 4π G . 4π

3
 ρT r3  →  ||E

→
G|| = 

4π
3

 G ρT r = g0 
r

RT

E
→

GT = – g0 
r

RT
 u→r
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b. m d
2r

dt2
 = – mg0 

r
RT

  →  r = A cos 



√ g0

RT
 t + ϕ




  




t = 0     

 
 
RT = A cos ϕ
v = 0  ⇒   sin ϕ = 0

  ⇒ r = RT cos √ g0

RT
 t

r = RT 



1 – 

1
2

  
g0

R
 t2 + εt2




  →  r – RT = – 1

2
 g0 t2

Application Numérique :  g0 = G 
4
3

 π ρT RT = 9,82 m ⁄ s2 , ω = 
2π
T

 = √ g0

RT
 , T = 2π √RT

g0
 = 5.103 s

3. Effet de plateau.

a. E
→

GP (z) = – E
→

GP (– z)  →  |z| > e
2

  – 2 S ||E
→

GP|| = – 4π G . S . e . ρP  →  ||E
→

GP|| = 2π ρP e G

z > e
2

E
→

GP (z) = – 2π ρP e G k
→

|z| < 
e
2

– 2 S ||E
→

GP|| = – 4π G S2 |z| ρP  →  ||E
→

GP|| = 4π ρP |z| G

E
→

GP (z) = – 4π ρP G z k
→
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b. 1. En A : E
→

GP = – 2π ρP G e k
→

E
→

G = 






– g0 

RT
 2

(RT + e)2
 – 2π G ρr e







  u→r

2. a = 
g0 – ||E

→
G||

g0
 = 1 –  

RT
 2

(RT + e)2 – 
3
2

  
ρP

ρT

  
e

RT

si  e < < RT  
RT

 2

(RT + e)2
 = 


1 + 

e
RT





 – 2

 ≈ 1 – 2 
e

RT
     →   a ≈ 

2e
RT

 



1 – 

3
4

  
ρP

ρT





3. Application Numérique : a = 
2.103

6,371 × 106 



1 – 

3
4

  
2,7 103

5,52.103



 ≈ 0,2 10– 3

4. a. dφ = G δm 
dS
→

r2
 u→r = G δm dΩ  →  φ = 2π G δm

b. Flux total : φ = 2π G Σ
i
 δmi = 2π G M

c. 1. A
→(N) = – 

GM’
r2  u→r  avec  M’ = 

4
3

 π (ρ’ – ρ) R’3

2.  g→ (N) = g→0 – 
GM’

r2  u→r = 

g0 + 

GM’
r2  cos θ



 u→x + 


– 

GM’
r2  sin θ



 u→y

||g(N)||2 = 

g0 + 

GM’
r2  cos θ




2

 + 




GM’ sin θ
r2  





2

 = g0
 2 + 

2GM’ g0

r2  cos θ + 


GM’
r2





2
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≈ g0
 2 + 

2GM’ g0

r2
 cos θ   →   ||g(N)|| ≈ g0 




1 + 

GM’ cos θ
r2g0





a(N) = ||g(N)|| – g0     ≈ GM’ 
l

(l2 + y2)3 ⁄ 2

d. A(N) cos θ = 
GM’

r2  cos θ ≈ a(N)

φ = 2π GM’ = ∫∫  
P

A
→(N) dS

→
 = ∫∫  

P

A(N) cos θ dS = ∫∫  
P

a(N) dS

M’ = 

∫∫  
P

a(N)dS

2π G

Si a(N) est connu expérimentalement, il est possible de déterminer l’intégrale de surf ace donc M’
indépendamment de la forme de l’amas et de sa position dans le sol.

e. Cavité creuse ρ’ = 0 |M’| = 
4
3

 π ρ R’3 = + ρv (a(N) < 0)

|M’| = 2,7.10+ 3 . 200 = + 5,4 105 kg

|a(N)| = 6,67.10 – 11 . 5,4.105 . 10
(100 + y2)3 ⁄ 2

 = 
3,6.10 – 2

(100 + y2)3 ⁄ 2

y = 0 a(N) = 3,6.10 – 7 ms– 2 = 3,6 10 – 5 gal = 36 µ gal

y = 10 a(N) = 1,27 10 – 7 ms– 2 = 1,27 10 – 5 gal = 12,7 µ gal

Sensibilité expérimentale ≈ 1 µ gal → détection possible.
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B. ÉVALUATION DE LA PRESSION AU CENTRE DE LA TERRE

a. f
→
 – grad

→
  P = 0  f

→
   force par unité de volume et P(r) par raison de symétrie.

f
→
 = – ρT 

g0 r

RT
 u→r = 

dP
dr

 u→r  →  P(r) = – 
g0 ρT

RT
 . r

2

2
 + cte

A la surface P(RT) = PA = – g0 
ρT

2
 RT + cte  →  P(r) = 

g0 ρT

2RT
 

RT

 2 – r2

 + PA

Au centre r = 0  →  P(0) = 
g0 ρT

2
 RT + PA = (1,73.1011 + 105) Pascal ≈ 1,73 106 atm

Valeur de P(0) ~ deux fois plus forte : modèle de masse volumique constante peu probable pour  des
pressions aussi fortes.

C. EFFETS DU MOUVEMENT DE LA TERRE

1. Tension T
→

 du fil du pendule : mg→ ’ = – T
→

.

Équilibre de M : T
→

 + m E
→

GT (M) + m E
→

GU (M) = m 

γ→r + γ→e + γ→c 

γ→r = O  γ→c = O  γ→e = γ→  (O) – Ω2 HM
→

 = γ→  (O) – Ω2 r’ u→r’  (HM
→

 = r’ u→r’)

– T
→

 = mg’
→

 = m E
→

GT (M) + m E
→

GU (M) – m 

 γ→ (O) – Ω2 r’ u→r ’




or MT γ→  (O) = MT E
→

GU (O)

→         g’
→

 = 

EGT (M) + Ω2 r’ u→r’
                                         
_____________________

↓
champ  pesanteur  usuelle

 + 

E
→

GU (M) – E
→

GU (O)


                                         
_____________________

↓
terme  de  marée

g’
→

 = 

– g0 u

→
r + Ω2 RT cos λ u→r ’



 + E

→
GU (M) – E

→
GU (O)
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2. g’ = 

– g0 ur

→ + Ω2 RT cos λ ur’
’ 

 avec ur’ = cos λ ur

→ – sin λ uλ

= 

– g0 + Ω2 RT cos2 λ


 ur
→ + 


– Ω2 RT cos λ sin λ


 u→λ

g(λ)’  = || g’ 
→

|| = 

g0

 2 + 

Ω2 RT cos2 λ


2

 + 

Ω2 RT cos λ sin λ


2

 – 2 g0 Ω2 RT cos2 λ



1 ⁄ 2

g(λ)’  ≈ g0 



1 – 

Ω2 RT cos2 λ
g0




  car Ω2 RT < < g0

gPole
’  = g0  geq

’  = g0 



1 – 

Ω2 RT

g0




 = g0 – Ω2 RT

g(λ)’  ≈ g0 – Ω2 RT (1 – sin2 λ) = 

g0 – Ω2 RT


 + Ω2 RT sin2 λ

g(λ)’  ≈ geq
’  




1 + 

Ω2 RT

geq
’

 sin2 λ




donc µ = 
Ω2 RT

geq
’

Application Numérique :  geq
’  = 9,78 m.s– 2 µ = 





2π
86400





2

 . 6,371.106

9,78
 = 3,45 10 – 3 < valeur expérimentale.

Il faut tenir compte de la forme réelle de la terre différente d’une sphère.

3. E
→

G,Lune (M) – E
→

G,Lune (O) = GML 


ML
→

ML3
 – OL

→

OL3




ML2 = d2 + RT
 2 – 2dRT cos θ  →  MA ≈ d 




1 – 

RT

d
 cos λ





MA3 ≈ d3 



1 – 

3RT

d
 cos λ
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E
→

G,Lune (M) – E
→

G,Lune (O) = GML 

OL
→

 


1
MA3 – 1

OL3



 – 

OM
→

MA3




 ≈ GML 










du→

d3   






1

1 – 
3RT

d
 cos λ

 – 1






 – 
RT v→

1 – 
3RT

d
 cos λ











≈ 
GML

d3  



3RT cos λ  u→ – RT  v→ – 

3RT
 2

d
 cos λ  v→ 





                          
                    
__________

↓
négligeable  devant  R

T

≈ 
GML

d3  3RT cos λ  u→ – RT  v→ 

= C . MK
→

 = C (OK
→

 – OM
→ )

D’ou C = 
GML

d3  , OK
→

 = 3RT cos λ  u→ , OM
→

 = RT  v→

OK
→

 = 3OH  u→

OK
→

1 = 3RT  u→

OK
→

2 = 
3RT

√2
 = – OK

→
4

OK
→

3 = O = OK
→

7

OK
→

5 = – 3RT  u→

– A l’équateur renflement.

– Aux pôles aplatissement.
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D. FORME DE LA TERRE

1. a. Forces: gravitation, entraînement, pression.

b. Par unité de volume : – ρT 
g0

RT
 r u→r + ρT Ω2 r’ u→r’ – grad

→
 P = O

grad
→

 P = 




∂P
∂r



  λ

 u→r + 
1
r
 




∂P
∂λ



  r

 u→λ

r’ = r cos λ  u
→

r
 ’ = cos λ u→r – sin λ u→λ

⇒













1
r
 




∂P
∂λ





r

 = – Ω2 ρT r cos λ sin λ





∂P
∂r





λ

 = ρT Ω2 r cos2 λ – ρT 
g0

RT
 r

Intégration P = ρT 
Ω2 r2

2
 cos2 λ + f(r)





∂P
∂r



  λ

 = ρT Ω2 r cos2 λ + f’(r) = ρT Ω2 r cos2 λ – ρT 
g0

RT
 r

→ f(r) = – ρT 
g0

RT
  

r2

2
 + cte               ⇒ P = – ρT 

g0

2RT
 r2 + ρT Ω2 cos2 λ 

r2

2
 + cte

↑      
= P

0

r = 0  P = P0 = cte

c. y = r cos λ, z = r sin λ, r2 = y2 + z2

PA = – ρT 
g0

2RT
 (y2 + z2) + ρT 

Ω2

2
 y2 + P0 = 





ρT Ω2

2
 – ρT 

g0

2RT




 y2 – 

ρT g0

2RT
 z2 + P0
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PA – P0 = (K1 – K2) y2 – K2z2 avec K1 = 
ρT Ω2

2
 , K2 = ρT 

g0

2RT
 > > K1

1 = 
y2

P0 – PA

K2 – K1

 + 
z2

P0 – PA

K2

 = 
y2

a2
 + z

2

b2   →   a = √P0 – PA

K2 – K1
 , b = √ P0 – PA

K2

d. a – b = ε a = √ P0 – PA

K2
 . 


1 – 

K1

K2





– 1 ⁄ 2

 ≈ √ P0 – PA

K2
 



1 + 

1
2

  
K1

K2




 = b 




1 + 1

2
  

K1

K2





ε ≈ 
1
2

 b 
K1

K2
 = b

2
  

Ω2

g0
 RT ≈ 

RT
 2 Ω2

2g0

Application Numérique :  ε ≈ 11 km

2. a. Potentiel de gravitation dVG = – 
G δm

l
 + cte

b. Potentiel d’entraînement dVe = – 
Ω2

2
 HM2 δm + cte = – 

Ω2

2
 r2 cos2 λ δm + cte

V = – G ∫  
Terre

δm
l

 – 
Ω2

2
 ∫  

Terre

HM2 δm + K K = cte

c. l = (r2 + r ’2 – 2rr’ cos θ)1 ⁄ 2

1
l
 = 

1
r
 



1 + 



r’
r





2

 – 2 r’
r

 cos θ




 1 ⁄ 2

≈ 
1
r
 



1 – 

1
2

 







r’
r





2

 – 2 
r’
r

 cos θ



 + 1

2
 .  3

4
 







r’
r





4

 + 4 


r’
r





2

 cos2 θ – 4 


r’
r





3

 cos θ



 + ε

≈ 
1
r
 



1 + 

r’
r

 cos θ + 


r’
r





2

 

– 

1
2

 + 3
2

 cos2 θ
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≈ 
1
r
 



1 + 

r’
r

 cos θ + 


r’
r





2

 

1 – 

3
2

 sin2 θ



→         ∫  
Ter re

δm
l

 = 
1
r
 ∫ δm

                
________

↓
I

 + 
1
r2 ∫ r’ cos θ δm

                                   
__________________

↓
II

 + 
1
r3 ∫ r’2 δm

                           
______________

↓
III

 – 3
2r3 ∫ r’2 sin2 θ δm

                                        
____________________

↓
IV

I = 
MT

r
 , II = ∫  

Terre

r ’ cos θ δm = 0 par symétrie, III = 
1
r3 (moment d’inertie par rapport à O)

IV = – 
3
2

  
1
r3 ∫ r’2 sin2 θ δm = 



∫(NN’)2 δm




 
– 3
2

  
1
r3 = (m+ d’inertie par rapport à la droite OM) × 

– 3
2

  
1
r3

d.

B = Ixx’ = Iyy’ = ∫ (y2 + z2) dm = ∫ (x2 + z2) dm   →  2B = ∫ (y2 + x2 + 2z2) dm

A = Izz’ = ∫ (x2 + y2) dm

→ ∫ z2 dm = B – 
A
2

∫  
T

r’2 dm = ∫  
T

(x2 + y2 + z2) dm = A + B – 
A
2

 = B + 
A
2

(III) = 
1
r3 


B + A

2
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e. •  V (λ = 0)  →  IOM = IOE = B

VE = – G 




MT

r
 + 

1
r3 


B + A

2



 – 

3
2 r3

 B



 – 

Ω2 r2

2
 + K

= – G 




MT

r
 + 

1
r3 



A
2

 – 
B
2




 



 – 

Ω2 r2

2
+ K

•  V 



λ = 

π
2




  →  IOM = A

VP = – G 




MT

r
 + 

1
r3 


B + 

A
2




 – 

3
2r3 A




 + K

= – G 




MT

r
 + 

1
r3 [B – A]  




 + K

A la surface du géoïde VE = VP .

+ GMT

a
 + 

G
2a3 (A – B) + 

Ω2 a2

2
 = 

GMT

b
 + 

G
b3 (B – A)

GMT 


1
a

 – 
1
b




 = G (B – A) 



1
b3 + 1

2a3



 – 

Ω2 a2

2

b = a – ε  → – GMT 
ε
a2 ≈ G (B – A) 3

2a3 – 
Ω2 a2

2

→ (A – B) = 2a3

3G
 




GMT

a2  ε – 
Ω2 a2

2




Remarque :  Il est possible de calculer (IV) en utilisant IOM = A sin2 λ + B cos2 λ et en déduire V(r,λ) :

V(r , λ) = – 
GMT

r
 – 

G
2r3 (A – B)  (1 – 3sin2 λ) – 

Ω2 r2

2
 cos2 λ

f. gP = 



– 





dVP

dr





 r = b




 = 





GMT

r2  + 
3G
r4  (B – A)



  r = b

 = 
GMT

b2  + 
3G
b4  (B – A)

gE = 



– 





dVE

dr





 r = a




 = 





GMT

r2  + 
3G
2r4 (A – B) + Ω2 r



  r = a

 = 
GMT

a2  + 
3G
2a4 (A – B) – Ω2 a

gP – gE = GMT 


1
b2 – 

1
a2




 + 3G (B – A) 



1
b4 + 

1
2a4




 + Ω2 a

≈ GMT . 2ε
a3  + 9G

2a4 (B – A) + Ω2 a

≈ GMT . 2ε
a3  + 9

2
  G

a4 



– 

GMT

a2
 ε + 

Ω2 a2

2



 . 2a3

3G
 + Ω2 a
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gP – gE ≈ 
5
2

 Ω2 a – 
GMT ε

a3

g.
gP – gE

gE
 = 

5
2

 Ω2 a – 
GMT

a3  ε

GMT

a2  + 
GMT

a3  ε – 
3
2

                          
_____________

↓
négliger

 Ω2 a

 ≈ 5
2

  
Ω2 a3

GMT
 – 

ε
a

  ⇒   
ε
a

 = 
5
2

  
Ω2 a3

GMT
 – 

gP – gE

gE

→  α = 
Ω2 a3

GMT
  µ = 

gP – gE

gE

α = 
Ω2 a
g0

 = 3,44 10 – 3

Application Numérique :  
ε
a
 ≈ 3,3 × 10 – 3 = 

1
303

 .

PROBLÈME II

THERMODYNAMIQUE

A. Étude d’un moteur thermique ditherme classique

1. a. Cycle moteur parcouru dans le sens des aiguilles d’une montre (w < 0) (AR C DA)

b.
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c.


















WAB = – ∫  
V

A

V
B

p d V = – RT1 ln 
VB

VA

∆UAB = 0          QAB = RT1 ln 
VB

VA

∆SAB = R ln 
VB

VA
  








WBC = ∆UBC = Cv (T2 – T1)

QBC = 0            ∆SBC = 0













WCD = – RT2 ln 
VD

VC

QCD = – WCD          ∆SCD = – R ln 
VD

VC








WDA = ∆UDA = Cv (T1 – T2)

QDA = 0            ∆SDA = 0

2. a. ∆SBC = 0  (QBC = 0)

∆SDA = 0  (QDA = 0)

∆STotal = ∆SAB + ∆SCD = 0  ∆SCD = – ∆SAB  QCD = T2 ∆SCD = – T2 ∆SAB ≡ Q2

b. η = – 
W
Q1

 = 
Q1 + Q2

Q1
 = 

T1 ∆SAB – T2 ∆AB

T1 ∆SAB

 = 1 – 
T2

T1

B. Étude des échanges de chaleur avec les thermostats en fonction du temps en régime stationnaire

1. a. JQ = – K 




∂T
∂x



  t

 régime permanent JQ = – K 
dT
dx

T = 
JQ

K
 x + cte  →  JQ = – K 

T – Ta

x
  →  JQ = – K 

Tb – Ta

l

b. Q = JQ . τ . Σ  







dQ
dt

 = ∫  
S

J
→
Q . dS

→






τ = 
Q

JQΣ
 = 

Q
KΣ

 × 
l

Ta – Tb
 = 

Q
σ

 × 
1

Ta – Tb

Si Ta  →  Tb τ  →  ∞

2. a. t1 = 
Q1

σ1

  
1

Tc – T1
 , t2 = 

– Q2

σ2

  
1

T2 – Tf

b. Transferts de chaleur sont effectués pour le fluide de façon quasistatique à T1 et T2  →  Qi = Ti∆Si

Q1 = T1 ∆S1  Q2 = T2 ∆S2  ∆S1 = – ∆S2

η = 1 + 
Q2

Q1
 = 1– 

T2

T1
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c. η = – 
W
Q1

 = 1 – 
T2

T1
  →  Q1 = – 

W

1 – 
T2

T1

 = – 
WT1

T1 – T2

Q2 = – Q1 
T2

T1
 = + 

WT2

T1 – T2

t1 = – 
W
σ1

  
T2

T1 – T2
 . 1

Tc – T1
 , t2 = – 

W
σ2

  
T2

T1 – T2
  

1
T2 – Tf

C. Conditions pour obtenir une puissance maximum

a. P = 
|W|

τ
 = 

|W|

t1 + t2
  →  Z = 

1
P

 = 
1
σ1

  
T2

T1 – T2
 . 1

Tc – T1
 + 

1
σ2

  
T2

T1 – T2
  

1
T2 – Tf

b. T1 = x T2  y = T1 – T2 = T2 (x – 1)  T2 = 
y

x – 1
 ,  T1 = 

xy
x – 1

T1

T1 – T2
 = 

x
x – 1

 ,  
T2

T1 – T2
 = 

1
x – 1

 ,  Tc – T1 = Tc – 
xy

x – 1
 ,  T2 – Tf = 

y
x – 1

 – Tf

Z (x,y) = 
1
σ1

  
x

x – 1
  

1

Tc – xy
x – 1

 + 
1
σ2

 . 1
x – 1

 . 1
y

x – 1
 – Tf

= 
1
σ1

  
1

Tc 



1 – 

1
x




 – y

 + 
1
σ2

  
1

y – Tf (x – 1)

c. Pmax  →  Zmin  
∂Z
∂x

 = 0 , 
∂Z
∂y

 = 0

∂Z
∂x

 = – 1
σ1

  
1




Tc 




1 – 

1
x




 – y




2
 × 

Tc

x2
 – 

1
σ2

  1



y – Tf (x – 1)


2
 × (– Tf) = 0

∂Z
∂y

 = – 1
σ1

  
1




Tc 




1 – 

1
x




 – y




2
 × (– 1) – 

1
σ2

  1



y – Tf (x – 1)


2
 = 0

→ 1
σ1

  
1




Tc 




1 – 

1
x




 – y




2
 = 

1
σ2

  
1



y – Tf (x – 1)


2

→
Tc

x2  = Tf  
Tc

Tf
 = x2 = 





T1

T2





2
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T1

T2
 = √ Tc

Tf

d. η = 1 – 
T2

T1
 = 1 – √ Tf

Tc
  ηid = 1 – 

Tf

Tc
  nid > η

Centrale charbon :    ηid = 0,64, η = 0,4,  ηexp = 0,36.

Centrale nucléaire :   ηid = 0,47, η = 0,28, ηexp = 0,30.

Centrale géothermique : ηid = 0,33, η = 0,18, ηexp = 0,16.

le rendement est très proche du rendement expérimental.

PROBLÈME III

ÉTUDE D’UNE LIGNE BIFILAIRE

A. Préliminaires.

1. div D
→

 = ρ  rot
→

 E
→

 = – 
∂B
→

∂t
  D

→
 = εE

→

div B
→

 = 0  rot
→

 H
→

 =  j
→

 + 
∂D
→

∂t
  B

→
 = µ0 H

→

2. E
→

2T – E
→

1T = 0  D2n – D1n = σ

B
→

2T – B
→

1T = µ0 

J
→

S ∧  n→12 

   B2n – B1n = 0

B. Propagation d’une onde électromagnétique le long d’un fil.

1. Dans le vide ε = ε0  D
→

 = ε0 E
→

  B
→

 = µ0 H
→

  E
→

 (Er ,  Eϕ ,  Ez)

Onde transverse Ez = Bz = O  B
→

 (Br ,  Bϕ ,  Bz)

Symétrie : E, B indépendant de ϕ
→           





Er (z, r , t)
Eϕ (z, r, t)

    




Br (z, r , t)
Bϕ (z, r , t)

  
∂
∂t

 ( ) = j ω ( )
ρ = 0,  j

→
 = 0

→

div E
→

 = 0   →   
1
r
 




∂ (rEr)

∂r




 = 0
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div B
→

 = 0          
1
r
 




∂ (rBr)

∂r




 = 0

rot
→

 E
→

 = – 
∂B
→

∂t
    



















1
r
 




∂ Ez

∂ϕ
 – 

∂Eϕ

∂z




 = – j ω Br = – 

∂Eϕ

∂z





∂Er

∂z
 – 

∂Ez

∂z




 = 

∂Er

∂z
 = – j ω Bϕ

1
r
 




∂ (rEϕ)

∂r
 – 

∂Er

∂ϕ




 = 

1
r
  

∂ (r Eϕ)

∂r
 = 0

rot
→

 B
→

 = µ0 ε0 
∂E
→

∂t
    
















– 
∂Bϕ

∂z
 = + j ω ε0 µ0 Er

∂Br

∂z
 = j ω ε0 µ0 Eϕ

1
r
  

∂(rBϕ)

∂r
 = 0

Dans le conducteur parfait E
→

 = O B
→

 = O

A la surface r = a B2n – B1n = O  →  Br (r = a) = 0 et rBr = cte → Br = 0

E2T – E1T = O  →  Eϕ (r = a) = 0 et rEϕ = cte → Eϕ = 0

⇒ E
→

 = E
__

 . u→r  B
→

 = B
__

 . u→ϕ

2. a. 











∂Er

∂z
 = 

∂E
__

∂z
 = – j ω B

__

∂ (rE
__

)
∂r

 = 0

        

∂B
__

∂z
 = – j ω ε0 µ0 E

__

∂rB
__

∂r
 = 0

→ E
__

 = 
f (t,z)

r
  B

__
 = 

g (t,z)
r

∂2E
__

∂z2  = j2 ω2 µ0 ε0 E
__

  E
__

 = h (r,t) e– jkz  k = ω √ ε0 µ0

E
__

 = 
f (t,z)

r
E
__

 = h (r,t) e – jkz










 E
__

 = 
K
r

 e j (ωt – kz)  →  B
__

 = √ε0µ0 E
__

 = E
__

C
ε0 µ0 C2 = 1

b. B2T – B1T = µ0 
j
→
S ∧  n→12



B
→

 (r = a) . uϕ
→ = µ0 jS

→
 ∧  ur

→

jS
→

 = 
1
µ0

 B
→

 uz
→
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c.

∫∫  
S

rot
→

 B
→

  dS
→

 = ∫  
(C)

B
→

  dl
→

 = ∫∫  
S

µ0 



 j 
→

 + ε0 
∂E
→

∂t
 



 dS
→

 = ∫∫  
S

µ0  j
→

  dS
→

= µ0 JS × 2π a = µ0 I = 2π r B
__

B
__

 = 
µ0 I

2π r
 = E

__
 . √ε0  µ0 = 

K
r

 √ ε0 µ0  e + j (ωt – kz)

→ E
__

 = 
1

2π
  I
_

r
 . √µ0

ε0

B
__

 = 
µ0 I

2π r

I
_
 = 2π K √ ε0

µ0

 e j (ωt – kz)

3. B
→

 = rot
→

 A
→

  E
→

 = – grad
→

 V – 
∂A
→

∂t

Ar = 0 = Aϕ

Az = A
__   →   – 

∂A
→

z

∂r
 = – 

∂A
__

∂r
 = Bϕ = B

__
 = 

µ0I

2πr

A
__

 = – 
µ0 I

_

2π
 ln r + cte

E
→

 = – grad
→

 V – 
∂A
→

∂t
  →  Er = E

__
 = – 

∂V
∂r

 – 
∂Ar

∂t
 = – 

∂V
∂r

 = 
1

2π
  

I
_

r
 √µ0

ε0

V = – 1
2π

 I
_
 √µ0

ε0
 ln r + cte = 

ω
Γ

 A
__

0 = – 
∂V
∂z

 – 
∂Az

∂t
 = – 

ω
Γ

  
∂A
∂z

 – 
∂A

∂t
 = – 

µ0

2π
 ln r 





ω
k

  
∂I
_

∂z
 + 

∂I
__

∂t





or
∂I
_

∂t
 = + j ω I

_
 → 

∂I
_

∂z
 = – j k I

_
relation vérifiée
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C. Étude d’une ligne bifilaire.

1. I
_

1 = I0 e + j (ωt – kz)  I
_

2 = – I0 e + j (ωt – kz) = – I
_

1

A
→

1 = 



– 

µ0

2π
 I
_

1 ln r1 + cte



 u→z  A

→
2 = 





µ0

2π
 I
_

1 ln r2 + cte



 u→z

A
→

 = A
→

1 + A
→

2 = 




µ0

2π
 I
_

1 ln 
r2

r1
 + cte




 u
→

z 
cte = 0   r1 = r2  →  ln 1 = 0



V = 
ω
Γ

 A
__

 = √µ0

ε0

  
I
_

1

2π
 ln 

r2

r1

2. a.

E
→

 = E1
→

 + E2
→

E
→

 = √µ0

ε0
 
I
_

1

2π
 




u
→

r
1

r1
 – 

u
→

r
2

r2









u→r1

r1
 – 

u→r
2

r2





2

 = 








1
r2
 2 + 

1
r1
 2 – 2 

u→r
2
 . u→r

2

r1 r2








u→r
1
 . u→r

2
 = cos α = 

r1
 2 + r2

 2 – l2

2 r1 r2

l2 = r1
 2 + r2

 2 – 2 r1 r2 cos α




           





 2

 = 
1
r2
 2 + 

1
r1
 2 –  



r1
 2 + r2

 2 – l2


(r1 r2)
 2

= 
1
r2
 2 + 

1
r1
 2 – 



1
r2
 2 + 

1
r1
 2




 + 

l2

r1 r2
 2
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 = 

l
r1 r2

|| E 
→

|| = 



√µ0

ε0
  

I
_

2

2π




 

l
r1 r2

3

autre méthode: repère (r, θ, z)

E
→

 = – grad
→

 V – 
∂A
→

∂t
Er = – 

∂V

∂r
 – 

∂Ar

∂t
 = – 

∂V

∂r

Eθ = – 1
r
  

∂V

∂θ
 – 

∂Aθ

∂t
 = – 

1
r
 
∂V

∂θ

∂V
∂r

 = √µ0

ε0

  
I
_

1

2π
  

∂
∂r

 ln 
r2

r1
r1
 2 = 



l
2





2

 + r2 + r l cos θ

r2
 2 = 



l
2





2

 + r2 – r l cos θ

∂
∂r

 ln 




r2

r1




 = 

1
2

 




∂
∂r

 ln r2
 2 – 

∂
∂r

 ln r1
 2



 = 

1
2

 




2r – l cos θ
r2
 2  – 

2r + l cos θ
r1
 2





= 
1
2

  1
r1
 2 r2

 2 

2r 


r1
 2 – r2

 2

 – l cos θ 


r1
 2 + r1

 2




r1
 2 – r2

 2 = 2r l cos θ  r1
 2 + r2

 2 = 2 







l
2





2

 + r2




∂
∂r

 



ln 

r2

r1




 = 

1
r1
 2 r2

 2 



2 r2 l cos θ – l cos θ 








l
2





2

 + r2








= 
1

r1
 2 r2

 2 l cos θ 



r2 – 



l
2





2 



Er = – √µ0

ε0
  

I
_

1

2π
 . 

l cos θ 



r2 – 



l
2





2 



r1
 2 r2

 2

1
r
  

∂ 



ln 

r2

r1





∂θ
 = 

1
r
 

1
2




  




∂
∂θ

 ln r2
 2 – 

∂
∂θ

 ln r1
 2



 = 1

2r
 




r l sin θ
r2
 2  + 

r l sin θ
r1
 2




 = 

r l sin θ
2

 




r1
 2 + r2

 2

r1
 2 r2

 2





= 
l sin θ

2
 × 

2 



r2 + 



l
2





2 



r1
 2 r2

 2
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Eθ = – √µ0

ε0
  

I
_
1

2π
  

l sin θ 



r2 + 



l
2





2 



r1
 2 r2

 2

|| E 
→

|| = 



√µ0

ε0

  
I
_

1

2π



 . l

r1
 2 r2

 2 . 



cos2 θ 




r2 – 


l
2





2 



2

 + sin2 θ 



r2 + 



l
2





2 



2

 




 
1
2

= 



√µ0

ε0

  
I
_
1

2π



 . l

r1
 2 r2

 2 . 









r2 + 



l
2





2 



2

 + cos2 θ 



 



r2 – 


l
2





2 



2

 – 



r2 + 



l
2





2 



2 


 








 
1
2

= 



√µ0

ε0

  
I1

2π



 . l

r1
 2 r2

 2 . 







r2 – 



l
2





2 



2

 – cos2 θ 



4r2 + 



l
2





2 


 




 
1
2

= 



√µ0

ε0

  
I
_

1

2π



 . l

r1
 2 r2

 2 . 







r2 + 



l
2





2

 + r l cos θ



  



r2 + 



l
2





2

 – r l cos θ



 




 
1
2

||E
→

|| = 



√µ0

ε0

  
I
_

1

2π



 . l

r1 r2
 = √µ0

ε0

  l
2 π r1 r2

 |I
_

1|

b. Première méthode

B
→

 = B
→

1 + B
→

2 = 
µ0 I

_
1

2π
 




u→ϕ
1

r1
 – 

u→ϕ
2

r2




         





u→ϕ
2

r1
 – 

u→ϕ
1

r2





2

 = 
1
r1
 2 + 

1
r2
 2 – 

2 u→ϕ
1
 u→ϕ

2

r1 r2

= 1
r1
 2 + 

1
r1
 2

 – 
2 u→r

1
 . u→r

2

r1 r2
 = 



l
r1 r2





2

→ || B 
→

|| = 




µ0 I
_

1

2π



 . l

r1 r2

Deuxième méthode

B
→

 = rot
→

 A
→

   A
→

 = Az u
→

z   Az = 
ω
k

 V

Br = 1
r
  

∂Az
∂θ

 = 
k
ω

 . 1
r
  

∂V
∂θ

 = – k
ω

 Eθ

Bθ = – 
∂Az

∂r
 = – 

k
ω

 . ∂V

∂r
 = + k

ω
 Er

|| B 
→

|| = 
Γ
ω

 || E
→

|| = 
µ0

2π
  l

r1 r2
 |I
_

1|
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c. P
→

 = 1
µ0

 E
→

  ∧   B
→

Première méthode

1
µ0

 E
→

  ∧   B
→

 = 
1
µ0

 √µ0

ε0

  
I
_

1

2π
 




u→r
1

r1
 – 

u→r
2

r2




  ∧   

µ0 I
_

1

2π
  




u→ϕ
1

r1
 – 

u→ϕ
2

r2





= √µ0

ε0

  




I
_

1

2π




2

   







u→r
1
 ∧  u→ϕ

1

r1
 2  + 

u→r
2
 ∧  u→ϕ

2

r2
 2  – 1

r1 r2
  

u→r

1
 ∧  uϕ

2
 + u→r2

 ∧  u→ϕ
1



u→r1
 ∧  u→ϕ

1
 = u→r2

 ∧  u→ϕ
2
 = u→z u→r1

 ∧  u→ϕ
2
 = sin 




π
2

 + α



 u→z = cos α u→z

u→r2
 ∧  u→ϕ

1
 = sin 




π
2

 – α



 u→z = cos α u→z

P
→

 = √µ0

ε0

   




I1

2π




2

   




1
r1
 2 + 

1
r2
 2

 – 
2 cos α

r1 r2




 u→z

l2 = r1
 2 + r2

 2 – 2r1 r2 cos α   2 cos α = 
r1
 2 + r2

 2 – l2

r1 r2

P
→

 = √µ0

ε0

 




I
_

1

2π




2

   




r1
 2 + r2

 2– r1
 2 – r2

 2 + l2

(r1 r2)
2




 = √µ0

ε0

  




I1

2π




2

 
l2

(r1 r2)2
 u→z

Deuxième méthode

P
→

 = 
1
µ0

  

Er u

→
r + Eθ u→θ] ∧  (Br u

→
r + Bθ u→θ) = 

1
µ0

 [Er Bθ – Eθ Br] u
→

z

= 1
µ0

  
Γ
ω

 [E2] u→z = 
1
µ0

 √ µ0 ε0  . 
µ0

ε0

                               
________________

↓

√ µ
0

ε
0

  


l
2π r1 r2

 I1




2

 u→z

D. Réflexion d’une onde transportée par une ligne bifilaire par un plan conducteur.

1. Onde réfléchie E
→

R = – E
→

i , B
→

ref = B
→

inc sur le plan z = 0

a. E
→

ref = E
→

0 ref exp j (ωt + kz), B→ref = B
→

0 ref exp j (ωt + kz)

En z = 0 E
→

0 ref = – E
→

0 inc B
→

0 ref = B
→

0 inc

E
→

0 ref = – E
→

0 inc exp j (ωt + kz)  B
→

ref = + B
→

0 inc exp j (ωt + kz)
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b. E
→

T = E
→

0 inc [exp j (ωt – kz) – exp j (ωt + kz)]  = E
→

0 inc exp (jωt) [e – jkz – e jkz]

= – 2j E
→

0 inc exp (jωt) sin kz

B
→

T = B
→

0 inc [exp j (ωt – kz) + exp j (ωt + kz)]  = 2B
→

0 inc . exp (jωt) . cos kz

2. p = 
2π
k

 = λ = 
2π

ω √ ε0 µ0

3.

B
→

T (z = 0) = µ0 j’
→

s ∧  – u→z = – µ0 (j’→s ∧  u→z)

µ0

π
  l

r1 r2
 |I
_

1| = µ0 |j’s|   |j’s| = 
1
π

  
|I1| l

r1 r2

Première méthode

En z = 0 B
→

T = 2B
→

0 inc exp jωt = 2 
µ0 I0 exp (jωt)

2π
  




u
→

r1

r1
 – 

u
→

r
2

r2




 et r1 = r2 = √y2 + 

l2

4

= 
µ0 I0 exp (jωt)

π
  × 

2 cos β
r1

  j
→

 = 
µ0 I0 exp β (jωt)

π
 . l

y2 + 
l2

4

  j
→

= µ0 

j’
→

s ∧  – u→z
  → j’

→
s = 

µ0 I0 exp jωt

π
   

l

y2 + 
l2

4

 i
→
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Deuxième méthode coordonnées cylindriques (r, θ, z) ( u→r , u
→

θ , u→z )

Médiatrice θ = 
π
2

  r = y  Er inc = 0  Eθinc = – √µ0

ε0

 
I0 ejωt

2π
 

l

y2 + 
l2

4

B
→

0 inc = B0 inc u
→

r = – 
k
ω

 Eθ inc u
→

r = µ0 
I0 e jωt

2π
  

l

y2 + 
l2

4

B
→

T = 
µ0 I0 e jωt

π
 

l

y2 + 
l2

4

 u→r

= µ0 
j’
→

s ∧  – u→z 
     j’

→
s = – 

µ0 I0 e jωt

π
   

l

y2 + 
l2

4

 u→θ

4. I’t = 
I0 e jωt

Π
 ∫  

– ∞

 + ∞
l

y2 + 
l2

4

 dy = 
I0 e

 jωt

π
 × 2 ∫  

– ∞

 + ∞ d 

2 

y
l




1 + 

2 

y
l




2 = 2I0 e jωt

5. I’R = 
I0 e jωt

π
 l ∫  

– R

 R
dy

y2 + 
l2

4

 = 
4 I0 e jωt

π
 Arc tg 

2R
l

Application Numérique :

<Ej ref>

<Ej inc>
 = 0,9 = 





IR eff
’

It eff
’





2

 = 




IR
’

It
’





2

 = 


2
π

 Arc tg 2R
l





2

Arc tg 
2R
l

 = 
(0,9)

1
2 × π
2

 = 1,49 radian

2R
l

 ≈ 12,4  R ≈ 6,2 l
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Agrégatio
(Concours Externe)

OPTION : PHYSIQUE APPLIQUÉE

Épreuve B : Composition d’électricité, d’électronique,
d’électrotechnique et d’automatique - Session : 1996

PREMIÈRE PARTIE

A

On a i(t) = 
dq(t)

dt

En appliquant la loi des mailles, on en déduit :

I.A.1. L’équation différentielle lors de la charge de C

Ron 
dq
dt

 + 
q
C

 = E

I.A.2. L’équation différentielle lors de la décharge de C

Ron 
dq
dt

 + 
q
C

 = 0

I.A.3. Lors de la charge, à t = 0, on suppose C déchargée.












q(t) = CE 


1 – e

 – 
t
τ




iG(t) = 
dq
dt

 = 
CE
τ

 e
 – 

t
τ

0 ≤ t ≤ 
Th

2
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Lors de la décharge, on suppose C chargée sous E.











q(t) = CE e
 – 

1
τ

 



t – 

T
h

2





iG(t) = 0

Th

2
 ≤ t ≤ Th

I.A.4. La valeur moyenne de courant iG s’exprime par :

<iG> = 
1
Th

 ∫  
0

 T
h

iG(t) dt = 
1
Th

 ∫  
0

 T
h

2
CE
τ

 e
 – 

t
τ  dt + 0

<iG> = 
CE
Th

 



1 – e

 – 
T

h

2τ




si τ << Th <iG> ≈ 
CE
Th

et Req = 
E
<iG>

 = 
Th

C

I.A.5. Lors de la charge, la valeur finale de q(t) est CE. Elle est atteinte à 1 % près au temps tm

0,99 CE = CE 



1 – e

 – 
t
m

τ




soit tm = – τ ln 0,01 = 4,6 τ

Application Numérique :  tm = 115.10 – 9 s

I.A.6. fm = 
1

2tm
fm = 4,35 MHz

I.A.7. A cette fréquence Req = 
Th

C
 = 230 kΩ
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B

I.B.1. On peut écrire µ__ sous la forme µ__ = 
ω0 µ0

ω0 + jω
 soit µ__ = 

ωT

jω
 si ω0 << ω avec ωT = ω0 µ0 .

ωT représente un facteur de qualité de l’amplificateur.

I.B.2. La fonction de transfert de A est :

H(p) = 
V2(p)
E(p)

 = – 
ωT

p
(ωT > 0)

On en déduit l’équation différentielle :

d v2(t)
dt

 = – ωT e(t)

I.B.3. Lorsque S1 est ouvert, le point N est isolé. On peut donc écrire la conservation de la charge associée

à N lors de la commutation :

q1(t) + 

– q2(t)

 = q1(O
–) + 


– q2(O

–)

 = C1V1 – C2V2

C1 e(t) + C2 [e(t) – v2(t)] = C1V1 – C2V2

C2v2(t) – (C1 + C2) e(t) = – C1V1 + C2V2

I.B.4. A t = ∞, en régime établi, le gain est infini

et

e = 0      

v2 = V2 – 
C1

C2
 V1

I.B.5. On élimine e(t) entre les deux relations (questions B.2. et B.3.)

d v2(t)
dt

 + ωT 
C2

C1 + C2

 v2(t) = ωT 




C2

C1 + C2
 V2 – 

C1

C1 + C2

 V1





I.B.6. τa = 
1
ωT

  
C1 + C2

C2

Application Numérique : τa = 11,6.10 – 8 s

I.B.7. Suivant le résultat de la question I.A.5.

tm = 4,6 τa = 53,5 10 – 8 s

fm = 
1

2tm
 = 0,937 MHz
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DEUXIÈME PARTIE

A

II.A.1. A nTh
 –, Φ2 est au niveau haut ; la capacité C1 est déchargée et C2 est chargée sous v2(n – 1). Lorsque

Φ1 passe au niveau haut, C1 est chargée sous v1(n). La charge est terminée à nTh
 – + 

Th

2
. A cet instant,

la tension de C2 est v2(n) car de nTh
 – + 

Th

2
 à nTh

 – + Th Φ1 est au niveau bas et C2 est isolée.

On écrit donc la conservation de la charge associée au nœud N entre les instant s nTh
 – et

nTh
 – + 

Th

2
 (ou nTh

 – + Th).

– C1 × 0 – C2v2(n – 1) = – C1v1(n) – C2v2(n)

C2 [v2(n) – v2(n – 1)] = – C1v1(n)

II.A.2. On en déduit la fonction de transfert Hi(z) :

C2 

V2(z) – z – 1 V2(z)




 = – C1V1(z)

Hi(z) = – 
C1

C2
  

1
1 – z – 1 = – 

C1

C2
  

z
z – 1

II.A.3. La réponse en fréquence H___ i(ω) est déduite de Hi(z) en posant z = e
 jωT

h

H i(ω) = Hi 

e

 jωTh
  = – 

C1

C2
  

e
 jωT

h

e
 jωT

h – 1

que l’on écrit, en faisant apparaître la fonction 
x

sin x
 , sous la forme :

H___ i (ω) = – 
C1

C2 Th
 . 1

jω
 . 

ωTh

2

sin 
ωTh

2

 e
 
jωT

h

2

Soit H___ i(ω) = K [1 – G(ω)] e j∆φ avec

II.A.3.a. K = – 
C1

C2 Th
 . 1

jω
 ; G(ω) = 1 – 

ωTh

2

sin 
ωTh

2

 ; ∆ϕ = 
ωTh

2
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II.A.3.b. Lorsque ωTh << 1, G(ω) ≈ 0 et ∆ϕ ≈ 0 ; on retrouve la fonction de transfert de l’intégrateur

inverseur

H___(ω) = – 
1

j R C2 ω
 avec R = 

Th

C1

B

II.B.1. A l’instant nTh
 –, Φ2 est au niveau haut ; C1 est chargée sous la tension v1(n – 1) et C2 est chargée

sous la tension v2(n – 1) et isolée.

Lorsque Φ1 passe au niveau haut, la tension aux bornes de C1 devient nulle ; et à l’instant

nTh
 – + 

Th

2
 la tension aux bornes de C2 devient v2(n) ; de nTh

 – + 
Th

2
 à nTh

 – + Th , C2 est isolée.

On écrit, comme dans la question II.A.1., la conservation de la charge entre les instants nTh
 – et

nTh
 – + Th :

– C1v1(n – 1) – C2v2(n – 1) = – C2v2(n)

C2 = 

v2(n) – v2(n – 1)


 = + C1v1(n – 1)

II.B.2. On en déduit : Hni(z) = 
C1

C2
  

z – 1

1 – z – 1 = 
C1

C2
  

1
z – 1

II.B.3. H___ ni(ω) = 
C1

C2 Th
 . 1

jω
  

ωTh

2

sin 
ωTh

2

 e
 – 

jωT
h

2

Soit K = 
C1

C2 Th
  1

jω
 ;  G = 1 – 

ωTh

2

sin 
ωTh

2

 ;  ∆ϕ = – 
ωTh

2

II.B.4. Si ωTh << 1, en comparant K avec la fonction de transfert H(ω) = – 
1

j R C2 ω
 , on peut dire que

«C1» dans ce cas est équivalente à une résistance négative.

R = – 
Th

C1

On obtient un intégrateur non-inverseur avec l’amplificateur monté en amplificateur i nverseur.
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C

II.C.1. Dans le circuit de la figure 9, on écrit la conservation de la charge associée au nœud N.

– C1v1(n – 1) – C2v2(n – 1) = – C1v1(n) – C2v2(n)

II.C.2. Hr(z) = – 
C1

C2

D

II.D.1. Dans le circuit de la figure 11, en écrivant que la charge associée au nœud N est la somme des
charges associées à chacune des capacités B, C, D et que cette charge est conservée entre les instants
nTh

 – et  nTh
 – + Th , on obtient la relation entre les valeurs échantillonnées de v1 et v2 qui permet de

déduire la relation en z (superposition) :

Vs = – B
F

 V1 + C
F

  1
z – 1

 V2 – 
D
F

  
z

z – 1
 V3

II.D.2. En faisant V1 = V2 = V3 = Ve

Vs = – 
(B + D) z – (B + C)

Fz – F
 Ve
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TROISIÈME PARTIE

III.1. Diagramme de fluence du circuit de la figure 12.

On appelle Hi1 , H12 , H23 , H31 les différentes fonctions de transmission :

Hi1 = – 
R’
R1

 ; H12 = H23 = 1
τp

H21 = – 
R’
R2

 ; H31 = – 
R’
R3

III.2. V1 = Hi1 Vi + H21 V2 + H31 V3

V2 = H12 V1

V3 = H23 V2

On déduit de ces trois relations :

H1(p) = 
V1

Vi
 = 

Hi1

1 – H21 H12 – H31 H23 H12

H1(p) = 

– 
R’
R1

 p2

p2 + 
R’
R2

  
1
τ
 p + 

R’
R3

  
1
τ2

Soit par identification : K = – 
R’
R1

 ;  ω0 = 
1
τ

 √R’
R3

 ;  Q = 
R2

√R’ R3

III.3. τ = Req C = Th 
C2

C1
 et ω0 = 

1
Th

  
C1

C2
  √R’

R3

soit f0 = 
1

2π
  

C1

C2
 √R’

R3
 fh

III.4. Pour que f0 = 
fh

100
 √R’

R3
 on doit avoir 

C1

C2
 = 

2π
100

et τ = 
C2

C1
 . 1

fh
 = 

100
2π

 . 1
fh

 ≈ 
15,9

fh
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QUATRIÈME PARTIE

IV.1. On utilise les résultats de la question II.D.2.

 Hi1 = – 
(L + G) z – L

Dz – D
  H12 = 

A
Bz – B

 Hi2 = – 
Kz – (K + J)

Bz – B
  H21 = 

(E + c) z – E
Dz – D

IV.2. λ = 
z – 1
z + 1

On remplace λ par jω’ et z par e
 jω

N
Th

jω’ = e
jω

N
T

h – 1

e
jωNT

h + 1

soit ω’ = tg ωN 
Th

2

IV.3.

On limite ωN à 
ωh

2
 suivant le théorème d’échantillonnage.

IV.4. Dans l’expression de T’(λ), on pose λ = p 
Th

2
 = p 

π
ωh

 et on identifie le dénominateur avec celui de

l’expression de T(p) :

ωh

π
 d = W et e 





ωh

π





2

 = ω0
2

d = π 


W
Wh




 = W’ ;  e = π2 





ω0

ωh





2

 = ω’0
2
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IV.5. Pour l’expression de T’(λ) on fait λ = 
z – 1
z + 1

 :

T’(λ) = – 
(a + b + c) z2 + 2 (c – a) z + a – b + c
(1 + d + e) z2 + 2 (e – 1) z + 1 – d + e

par identification avec H(z) dans laquelle on fait A = 1

2 (e – 1) m = C + E – 2

m (1 – d + e) = 1 – E

soit C = 1 + m (3e – d – 1)
E = 1 – m (e – d + 1)

IV.6. Pour le numérateur, on pose J = 0

K = m (a + b + c)

G + L – 2K = 2m (c – a)

K – L = m (a – b + c)

soit K = m (a + b + c)
L = 2mb
G = 4mc

IV.7. Pour un filtre passe-bande : a = c = 0

et K = mb ; G = 0 ; L = 2K

IV.8. On effectue au préalable la transformation ω’ = tg ωN 
Th

2
 = tg π 

ωN

ωh

 pour déterminer les pulsations

réduites associées au filtre analogique.

ω’1 = tg π 
ω1N

ωh

 = tg 
π
8

 = 0,4142

ω’2 = tg π 
ω2N

ωh

 = tg 
π
4

 = 1

alors d = W’ = 1 – 0,4142 = 0,5858

e = ω’0
2 = 1 × 0,4142 = 0,4142

m = 0,5

C = 0,8284 ; E = 0,5858

IV.9. ωα et ωβ correspondent à la même pulsation normalisée ω’ soit ω’ = tg π 
ωα
ωh

 = tg π 
ωβ
2ωh

 .

Si ωα << ωh alors ωβ = 2ωα , les pulsations caractéristiques du filtre sont doublées.
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CINQUIÈME PARTIE

V.1. Soit Y__(ω) la transformée de Fourier de y(t) :

Y__(ω) = ∫  
– ∞

 + ∞

x(t) e jω
c
 t
 e

 – jωt
 dt = ∫  

– ∞

 + ∞

x(t)  e
 – j (ω – ω

c
) t

 dt

Y__(ω) = X__ (ω – ωc)

V.2. δT(t) est périodique de période Th ; on peut donc écrire :

δT = ∑ 
n = – ∞

+ ∞

δT (t – nTh) = ∑ 
n = – ∞

+ ∞

cn e
 jnω

h
t
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cn = 
1
Th

 ∫  
 – 

T
h

2

 + 
Th

2
δT(t) e

 – jnω
h
t
 dt = 

1
Th

  δT(t) = 
1
Th

  ∑ 
n = – ∞

+ ∞

 e
 jnω

h
t

V.3. En utilisant le résultat précédent on peut écrire :

xe(t) = x(t) . δT = x(t)  ∑ 
n = ∞

+ ∞

 
1
Th

 e
 jnω

h
t
 = 1

Th
  ∑ 
n = – ∞

+ ∞

 x(t) e
 jnω

h
t
 

On utilise la propriété de linéarité de la transformée de Fourier et le résultat de la qu estion V.1. :

X__ e(ω) = 
1
Th

  ∑ 
n = – ∞

+ ∞

 X__ (ω – nωh)

V.4. Si Xeb(p) est la transformée de Laplace de xeb(t) :

Xeb(p) = ∑ 
n = 0

∞

 x(nTh) 




1
p

 e
 – pnT

h – 
1
p

 e
 – p (n + 1) T

h


Xeb(p) = 
1 – e

 – pT
h

p
 ∑ 
n = 0

∞

 x (nTh) e
 – pnT

h

V.5. ∑ 
n = 0

∞

 x (nTh) e
 – pnT

h

est la transformée de Laplace du signal échantillonné. On en déduit la fonction de transfer t du filtre
équivalent au blocage :

HB(p) = 
1 – e

 – pT
h

p
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V.6. H___ B(ω) = 
1 – e

 – jωT
h

jω



H___ B(ω)

 = Th 












sin 
ωTh

2
ωTh

2












V.7. On écrit : H___(ω)  = √ 1
1 + Ω2n avec Ω = 

ω
ω0

Le signal est atténué de α dB à Ωα :

– α = 20 log 

1 + Ωα

2n

 – 

1
2

soit Ωα
2n = 10

 α ⁄ 10
 – 1

soit ω0 = 
ω1


10

α
1
 ⁄ 10

 – 1
 

1
2n

et 




ω1

ω2





2n

 = 
10
α1

 ⁄ 10
 – 1

10
α2

 ⁄ 10
 – 1

 soit n = 
log 10 

 α
1

 ⁄ 10
 – 1

10
 α

2 – 1

2 log 
ω1

ω2
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V.8. Sur le graphique ci-après, on a représenté le spectre du signal en bande de base et le spect re
correspondant aux fréquences images autour de 176 kHz. On y a ajouté le module de la fonct ion de
transfert correspondant au blocage.

Effet du blocage 

H___ B(ω)

 = Th 

sin π 
f
fh

π 
f
fh

à 156 kHz 
1
Th

 | H___ | = 0,1255 soit une atténuation de 18 dB,

à 20 kHz 
1
Th

 = 0,979 soit une atténuation de 0,18 dB.

Caractéristiques du filtre de Butterworth :

à 156 kHz α1 = (50 – 18) dB = 32 dB

à 20 kHz α2 = (0,5 – 0,18) dB = 0,32 dB

soit

et

n = 2,4 ≈ 3

f0 ≈ 45 kHz
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Agrégation 
(Concours Externe) 

OPTION : PHYSIQUE APPLIQUÉE 

Épreuve C : Problème d’Électricité, d’Électronique, d’Électrotechnique 
et d’Automatique - Session : 1996 

Première partie : Étude Électromagnétique du moteur 

l- Étude de I?nducteur (en l’absence de courant dans le bobinage induil) 
1. I- Préliminaires : circuit magnétique élémentaire 

1.1. l- Expression de la réluctance Q=(x) pour 0 2 x c w 

Q=(x) =L.e =~.--f-.- 
Po S(x) Po L.(w-x) 

-pourx>w: Qc(x) +m 

1.1.2- Schéma magnétique équivalent 
et expressions de & et de SP, : 

E, =A.e Po.Po a 
SP, z-m!-& 

Pn.Po L.w 

1.2- Calcul ah réluctances ah circuit magnéiqiue du moteur 

1.2. I- Trajet du flux inducteur 

position de flux nul position de flux maximal dans le bobinage 

1.2. Ib- Le trajet du flux inducteur dépend fortement de la position du rotor, c’est d’ailleurs L’objectif de 
la structure. 

1.2.2- expression des réluctances pour : 0 le,,, 5: 

réluctances des zones d’entrefer 
PS 42 a: 8, +T sap +z CI em lap -p, 



100 OPTION PHYSIQUE APPLIQUÉE 

Qe,(%,! +m 

Q&e,) =L 
e 

p. (A -OP +W.r.L 

Q&.,(e,) =L 
e 

,h (A -ap +hdr.L 

I.2.3- Les valeurs minimales des réluctances d’entrefer valent : 

Q elmrnr =QeI(O)=Qe2mini =Q~I(;)=~.~ 
p. P,.r.L 

Les valeurs maximales de ces réluctances sont infinies (dans le cadre des hypothèses, en réalité, ce n’est 
bien entendu pas vrai). 

1.2.4- Valeurs numériques : 
SP, ~7.6 106 H-l Qel,2mini ~1.89 106 H-l 

1.3- Calcul du flux inducteur par pôle. 
1.3.1- Schéma équivalent 

2.3.2- Expressions des flux 
24 

pa’em’=2.Qa +2.[Qe,(8,)//Qe2(e,)] 

~fplmd=b 
Qe2(%) G, .Qe2 

Qe,(%)+Qe,(%r) =Q~.[Qpe,(em)+Q,2(e,)]+Q,1(8,).Qe2(B,) 
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1.3.3- Expression et valeur numérique du flux maximal par pôle 
Valeurs extrêmes du flux par pôle : 

1.3.4a- Fonction P/P (6,) 
cas 1 : 0 le, lap -p, =10° 

Q,l(e,) =L e Qe2(6,,,) =L. 
e 

k cp, -4dr.L’ p. (A-ap+ 
Qe,(4,,)-Qe,(4,,)I 

Qenel(4nJQe2f&,,) 

,e,p.L 

décroissance linéaire du flux, le flux est nul pour e,,, =T = 45 O 

cas3:/, =SOO<e, _C90” 
La fonction est symétrique et l’on retrouve les valeurs opposées à celles obtenues entre 0 et 10”. 

I.3.4b- Périodicité de la fonction ~J~(O,) : la périodicité vaut [2.1 
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1.3.4c- Allure de la fonction du flux inducteur par pôle : 
33.5 . <ndL~##uJIT 

1.h Estimation des niveaux d’induction dans le circuit magnétique et des pertes fer. 

1.4. I- Valeurs des inductions maxi 
a 

Bcr =2’ 
ecr. 

Bps ;!g 

avec po~m = $nfiMa BC, S 1.05 T dans la culasse rotorique 

B, ~1,12 T dans les pôles statoriques 

BCs =l 
e,.L 

B, s 0,84 T dans la culasse statorique. 

I.4.2- Pour que les pertes au rotor soient rigoureusement nulles, il faut que l’induction soit constante, or, 
au rotor, les aimants voient une réluctance variable, donc leur flux est modulé comme l’indique la figure 
de la question 1.1, il y  a donc une induction unidirectionnelle mais variable dans les zones de culasse 
rotorique et des pertes magnétiques sont présentes. En outre, si les aimants sont conducteurs, des 
courants induits peuvent s’y développer. 

1.4% Pertes fer, modèle 
I.4.3~- Justification du modèle 

Le modèle représente la somme des pertes par hystérésis et des pertes par courants de Foucault. 
En supposant que le cycle d’hystérésis statique (en l’absence de courants induits) ait une surface 
proportionnelle au carré de l’amplitude de l’induction, l’énergie perdue par cycle est proportionnelle a 
cette surface et les pertes correspondantes se trouvent proportionnelles a la fréquence et au carré de 
l’induction. Quant aux pertes par courants de Foucault, elles sont proportionnelles au carré de la valeur 
efficace des courants induits donc au carré de la valeur efficace de la dérivée du flux, ainsi, ces pertes se 
trouvent proportionnelles au carré de la fréquence et au carré de l’induction. 

I.4.36- Le stator est feuilleté pour réduire la section de passage des courants induits et 
augmenter la résistance apparente. 

1.4.-k- Le terme k, est sensiblement inversement proportionnel à l’épaisseur des tôles (k2 est aussi 
affecté mais dans une moindre mesure). 
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Avec les valeurs d’induction maximale calculées à la question 1.4.1, on obtient, respectivement, dans les 
pôles et dans la culasse statorique, les valeurs de pertes par unité de masse suivantes : 13,8 et 7,7 Wkg 
Les pertes dans chaque zone valent, selon ces hypothèses : 
Pfips SO.17 W et Pfics GO,018 W, 
alors les pertes fer totales valent : v/. 

1...% Calcul du flux produit par les aimants. 

1.5. I- Expression de p. (19, ). 
42 

I.5.2- Expressions de pa (8,) et des valeurs minimale et maximale du flux d’un aimant : qtiin pruMnr 

cas 1 : 0 se, SaP -p, ~100 
Qe2 +met Qel =Qe~(~,):Qe1(8m)~~Qe2(~m>~Qel(em)~ 

cas 2 : ap -p, =IOose, -cP, ~800 

Qel(em)~~Qe2(fjm)= Qd(8m).Qd(em) ,i,L,l =. 
Qe.,(e,)+Q.e,&,,) IA, r.L 243, -5, 

Qa 

le flux est minimal et constant entre 10 et 80° 

cas 3 : p, =sooem 1900 
La fonction est symétrique et l’on retrouve les mêmes valeurs que celles obtenues entre 0 et 10” 

expressions des valeurs minimale et maximale du flux d’un aimant : pdin ~)a~ 

x 
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(la courbe de pfp (6,) est simplement rappelée 
pouf information) 

Valeurs numériques de pdin et pdrn 

1 ~ =33,4/~wb paini =32,5/~Wb] 

,“icité vaut vj 
Périodicité de la fonction p. (0, ) : la 
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2- Étude de l’induit (en l’absence d’aimantation des pôles) 
2. I- Indépendance des flux inducteur et induit. 
La séparation des flux inducteur et d’induit est possible en vertu du théorème de superposition applicable 
ici car tous les milieux (ferromagnétiques et aimantés) sont supposés linéaires (non saturables). 
Ceci est assez réaliste dans ce moteur utilisant des aimants à faible induction rémanente et un circuit 
magnétique faiblement saturé (voir question 1.4.1X cependant les épanouissements polaires risquent des 
saturations locales à cause de leur faible section (non précisée dans l’énoncé). 
Très souvent les moteurs électromagnétiques travaillent au voisinage de la saturation ou en saturation, 
dans ce cas cette superposition des états n’est pas possible, on a alors recours à des modèles spécifiques 
comme celui de Potier pour les machines à inducteur bobiné. 

2.2- Trajet du flux induit ou flux propre. 

2.2.x- 

2.2.2- Les aimants non aimantés ont une perméabilité égale à celle de l’air et à celle du milieu 
inter-aimant, donc, vu des pôles, tout se passe comme si l’entrefer était constant et égal à la somme de 
l’entrefer mécanique et de l’épaisseur des aimants. Le flux induit ne dépend alors pas de la position. 

On rencontre le cas contraire lorsque les pôles inducteurs sont magnétiquement saillants, c’est a 
dire lorsqu’ils.possèdent des pièces polaires ferromagnétiques ou encore si la perméabilité des aimants est 
supérieure à 1 (c’est en réalité le cas avec les aimants habituels dont la perméabilité vaut 1,05 à 1,2 mais 
on néglige généralement ce phénomène). 

2.3- Penuéance d’induit. 

2-3. I- Schéma équivalent magnétique 
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2.3.2- Expressions des réluctances Qep et des flux propres par pale qpp, 

Q 
eP 

=Qc +Q =L e+ea 
a &'jyT 

si pa =I 

2.3.3- Perméance : 

~p=‘ppp=c_= ue.&..r.L.E 

4.Qep 4.(e+e,) 
> <P,=9.& = 

2.3.4-Application numérique : Qep ~9.5 106 H-‘.P ~26 nH 
Avec : IE = 100 A Q>” ~2.64 uWb1 

3- Étude de la conversion d’énergie électromécanique 
3.1- Principe du calcul du couple électromagnétique. 

Montrer : ce,,, = 
awé,Ci. 0,) 

le, 
Soit un systéme dont le bobinage (convention récepteur d’énergie électrique) est alimenté par un courant 

4 i, la tension à ses bornes vaut : u =- ou 4 est le flux total embrassé par le bobinage. Le systéme stocke 
dt 

de l’énergie magnétique W~~((O, 0,) = Ii(& B,,,).dq5 et convertit une partie de l’énergie en énergie 
0 

mécanique. Si le systéme est tournant et en le considérant générateur d’énergie, mécanique (convention 
moteur), I’énergie mécanique vaut : Wmcea = c, d8,où 0, est l’angle de déplacement mécanique et 
cc,, est le couple électromagnétique converti. Si le système est sans pertes (ni pertes Joule ni pertes 
magnétiques), on peut écrire I’équation aux variations d’énergie suivante : 

dWilec =dw,, +dW,,dco e i.d#=d&,, +c,,.dt$, 

dont on peut déduire l’expression du couple électromagnétique : c,, (4. 0,) = - 
fl,,tc. 0,) ôe 

m 
En appliquant la définition de la coénergie : 

e,,,(i, .9,,,)+We,,,(& 0,) =i.g5 adW& +dw,, =i.dqS+&di 

avec : i.d4=dF&, +c,,.d19,,, , on obtient : dWL,,, =#.di +c,.dB,,, 

Alors, on peut déduire l’expression du couple recherchée : 

3.2- Calcul du couple synchrone 
3.2. I- Calcul du couple électromagnétique synchrone 
Expression de la coénergie : 

Wi,,(io, 0,) =I!((i, &).di et ~=n.[p,p(S,,,)+k.ni] 

0 
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Comme la perméance est indépendante de la position angulaire, l’expression du couple électromagnétique, 
dérivée partielle de la coénergie devient : 

Cern =n.i. 
‘~QJ%,~=, dg>/p(W 

de, . de, 

3.2.2- Forme d’onde du couple synchrone 
- Si le flux inducteur a une fo&e &ngulaire : 

- Si le flux inducteur a une forme sinusoïdale : 

Formes d’onde du couple électromagnétique synchrone : 

llypothtsc flux triangulaire ..<*.. 

3.2.3- Le bobinage d’induit est alimenté par une force magnétomotrice E(B,,,) fonction de la position 
angulaire de forme rectangulaire d’amplitude &M= Expression du couple synchrone moyen obtenu dans 
les deux cas idéalisés de formes du flux (triangulaire et sinusoïdal). 

Dans ce cas d’alimentation en créneaux de courant synchronisés, le couple instantané a la forme du 
couple instantané précédent (à force magnétomotrice constante) redressé : 

dans le cas du flux triangulaire, le couple moyen vaut : Cem,riOn = cemmatik = :. 2~~. e>fpMmr 

dans le cas du flux sinusoïdal, le couple moyen vaut : Cemsi,, us = t.cem,dm =;.gMm. pbMm 
Yr 

Application numérique si &?M~ = 100 A, Cemirinn = Cemsi,, us = 4,27 mN. m 
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3.3- Calcul du couple de détente. 
3.3. I- Expression de la coénergie Wi,, (& ,6’,) d’un aimant 

3.3.2- La perméance Cp,, ( 8, ) varie sinusoïdalement donc le flux des aimants varie aussi 
sinusoïdalement entre yla~~ et pdjnr. Comme il y  a 4 aimants dont les coénergies sont identiques : 

La valeur moyenne du couple de détente est nulle. 

3.3.3- Calculer numétisuement son amplitude. 

3..?.4- Positions stables du rotor à l’arrêt : position de flux maximal soit 0, = O’, ap etc...c’est à diie les 
positions dans lesquelles les aimants sont en face des p6les ? 
Dans ces positions le flux inducteur est maximal, sa dérivée est nulle et le couple synchrone est également 
nul quelle que soit la valeur du courant. Par conséquent, le moteur ne peut pas démarrer. 
Remurque : pratiquement, pour démarrer, on réalise généralement une dissymétrie des pôles statoriques 
(on accroît l’entrefer d’un côté) qui permet de décaler les positions stables de détente, ainsi lorsque le 
moteur est arrêté en l’absence de couple résistant, il peut démarrer si l’on injecte un courant car le rotor ne 
se trouve plus dans une position de flux inducteur maximal et le couple synchrone n’est plus nul. 

3.4 Calcul de la résistance du bobinage d’induit et des pertes Joule. 
kb.hb.wb 

X4.1- Calcul de la résistance spécifique rb : S$I = 7 Lb a Rb =n.p.--- =n2.p. Lb 

- Sfil 4.kb.hb.wb 

3.4.2-Pertes Joule 

oti Een est la valeur efficace de la force magnétomotrice : EeB =gMm dans le cas d’une forme 

rectangulaire. 
On peut constater que, dans ces conditions, les pertes Joule ne dépendent que de la force magnétomotrice 
et donc que du couple moyen. 

.X4.3- Application numérique sur la résisttice spécifique et sur les pertes Joule : 
rb s66,7 @2 PJ ~0.67 W 
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3.4.4 Calcul numérique du rendement électromagnétique : qe,,, = ~cvlsin us >.f? 
<Cern an us >. J-2 + Pfe, + PJ 

‘Cern srn ld.5 ..f?s0,669 W /ílem 

3.5- Équation d’alimentation. 

3.5. I- Équation différentielle d’alimentation liant la tension d’alimentation Y au courant i 

v=e+9-+Rb,i=n,dq>/p(em) 2 di 

‘dt dt 
in .P.-- +n2.rb.i 

dt 

3.5.2- Équation liant la tension u à la force magnétomotrice E. 
%-&4,,) 

v=n.~+n,~.!$+n.r~.&‘donc: 
dt 

++?d$ i1b.E 
m 1 

On peut remarquer que la tension d’alimentation est proportionnelle au nombre de spires à force 
magnétomotrice -donc couple- et vitesse donnés. Le nombre de spires sera ainsi l’élément d’adaptation 
entre le circuit magnétique convertisseur électromécanique d’énergie et la source d’aliientation en énergie 
électrique. 
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Deuxième partie : Étude de l’alimentation électronique 

1- Étude en régime sinusoïdal dans le cas d’un moteur à force 
électromotrice sinusoïdale. 

1.1- Équations en régime sinusoïdal. 

1.1. I- Schéma équivalent 
L 

1.1.2- Équation liant les 3 grandeurs L et E et v  
lpR.pj.cp.Ol.~+E] 

1. l..?- Diagramme de Fresnel : 

1. I.4- Expression du couple électromagnétique moyen C,, 
On peut écrire : 
P=V.I.cosp=E.I.cosy+R.12 
en considérant que V.cosp est la projection de l’ensemble des vecteurs Ee.m., chute RI et tension auto- 
induite sur l’axe de 1. Alors : 
C,,.L?=E.I.cosy=~/ .o.I.cosy 
ce, =p.4/ .I.cos y  

1.1. .% Valeur de w qui maximise le couple à pertes par effet Joule données 
Le couple est maximal si COS~ est maximal donc si ttr = 0. 
Dans ces conditions, l’ex ression du facteur de puissance est : 

~~ouencore:iaru-E‘y-l... 
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1.2- Équations en grandeurs instantanées en régime 
permanent. 

I.kl- Graphique des fonctions e(r) et i(t) avec y  
positif 

1.2.2- Calcul de l’expression du couple électromagnétique instantané c,. 

d’aprés l’expression (2.3) fournie dans l’énoncé : c,, =p. 
h.pf w d4f (0) 

de .’ =PTë~z 
En remplaçant les expressions du courant et du flux total : 
4f(e)=4f.fi.Sined0nC: e(e)=o.#f.fi.COSe 
comme i est en retard de w par rapport a e : i(e) = I.fi.cos(B- y) 

4/ (0) Cern =P. de -.z=p.~~.~.COSe.~.fi.COS(e-y), cequidonnefinalement: 

c,, =p.+f.r.[c0s(2.e-~)+~~sy]( 

on retrouve bien l’expression obtenue à la question 1.1.4. 

1.3- Étude du fonctionnement de I’onduleur en modulation sinusoïdale. 

1.3.1- ML1 sinusoïdale de la tension. 

Si le courant est sinusoïdal, les tensions R.i et A?‘.$ sont elles aussi sinusoïdales, comme la fe.m. est elle- 

même sinusoïdale et que le courant est en + 
synchronisme (déphasage connu) avec elle, la tension 
doit être sinusoïdale. Ainsi avec la structure 
d’onduleur proposée, la tension moyenne (la moyenne 
étant définie sur chaque période de découpage) varie 
sinusoïdalement en synchronisme de e. Le diagramme 
de Fresnel de la question 1.1.3 représentait ces 
différentes grandeurs sinusoïdales. 
Oscillogrammes simplifiés de v(t) et de i(t). 

1.3.2- Étude du hachage -CT-- - 

On suppose que la fréquence de ML1 (Modulation de ‘r, 
largeur d’impulsion) est très supérieure à la fréquence de fonctionnement et que la période de découpage 

correspondante Td est très faible devant la constante de temps électrique re =- R du bobinage. La 
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modulation est de type 2 niveaux les interrupteurs Kl et K4 sont mis en conduction simultanément 
pendant a. Td (a est le rapport cyclique de découpage) tandis que les interrupteurs K2 et K3 sont mis en 
conduction pendant le reste de la période de découpage. 
1.3.2~- Schéma équivalent 
La tension +lJ ou -CJ est appliquée à l’ensemble R, 4 e, sachant que selon les hypothéses, pendant une 

période de hachage, e = Cte et r, =$ <CT, donc le courant varie linéairement : e + R.i = Cte 

Oscillogrammes de V(O, i(l) et e(r). 
4 

+UT -v 

. . . . . *... -*-- 
. ...** *  . ..* 

. . . . ..I Idi 
A 

---------m .-s-m. me 

a. Td 
> 

Td t 

- 4 

1.3.26- Expression de la valeur moyenne de la tension appliquée cv>. 
0>=(2.a-I).U 
Amplitude maximale du fondamental VM~ de la tension v(l). 
VMm =(2.aMm -I).U 

1.3.2~- Expression de l’ondulation du courant di en fonction de U, a,Td et 9 

si re -$ <CT, on peut supposer que : v  =$?.$ +(e +R.i) et que : iv >=(e +R.i) =(2.a -l).U 

donc: 8.$=v-(2.a-I).V 

On peut en déduire que : 

deOàaTd:Lt’.$=U-(2.a-I).U=2.(i.(a-I) 

etdeT~àaT~:9.$=-U-(2.a-l).U=-2.a.U. 

L’ondulation est maximale pour a = i. Alors : 

1.4 Calcul du nombre de spires. 
I.4.I- Détermination de n pour un couple de 3 mN.m et une vitesse de 3000 tr/mn 
Nous avons montré aux questions 1.1.4 et 1.2.2 que : Ce,,, = p. 4~ . I. COS y  
Expression qui peut s’écrire : C,, = p. quf .n. I.cos y 

Donc les ampères-tours efficaces valent : 

En utilisant les expressions complexes et le diagramme de Fresnel déterminés précédemment, l’expression 
v  = R.L + j, 5P.o.r + E en valeurs efficaces devient, si y= 0 : 

-y-[ v’œc - E +R.I12 +[Cp.o.I]2 avec : E =(f.o 
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ou encore, en utilisant I’équation (2.2) : YM, 

Application numérique. 
Si a ~~ = 0,95, d’après les résultats de la question 1.3.2b, VM~ = 10,8 V 

Q>/Mar 
p/= J-j - =21,2/lm 

À 3000 trlmn, R = 3 14 radis, on obtient alors : F = 418 Jpiresj 

1.4.2- Calcul des valeurs de la résistance et de l’inductance du bobinage ainsi que de I et PJ. 
R=n2.r et Lt’=,n2.p 
R = 12,2 R et Le = 3,49 mH. 
I=O.l69A(efficaces). PI =R.12 doncP,=0.35 W. 

1.4.3- Fréquence de découpage pour que : A~,u~ 520 mA 
En appliquant l’expression de l’ondulation maximale obtenue a la question 1.3.2c, avec les valeurs 
numéri ues de la tension et de l’inductance, on obtient : 

T, 111,6,ur s f 286kHz] 

1.5- Limite de la caractéristique couple-vitesse à angle d’autopilotage QI constant. 

1.5. I- On remarque en effet que la chute inductive est très faible, dans l’exemple proposé elle représente 
4,7% de la f.e.m. alors que la chute résistive en représente plus de 26%. Notons qu’en outre, si y= 0 la 
chute Ri s’ajoute directement à e car elle est en phase alors que la chute inductive est en quadrature avec 
e. 
Si on néglige la chute inductive et si y= 0, l’équation vectorielle d’alimentation devient : 

y-1 v”, - E+R.1]2 +[8.0.1]~ s[E+R.I]~ “VMa =fi.(E+R.I) 
P 

avec I = * et E = p. 4f. R, on obtient l’équation du couple limite : 
P.4r 

1.5.2- On obtient, dans le plan couple électromagnétique-vitesse (C,, (Q), une droite : 
vMax àn=o: CemLjm =p.c/.- 
R.fi 

soit : 12 mN.m ; 

à Ce,,&,,, =o : fiMm = vMa ~ soit : 397 rad/s (3790 tr/mn) 

Graphique : 
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100 200 300 400 
Le point de fonctionnement est quasiment sur la droite malgré la non prise en compte de la chute 
inductive. 

2- Étude de l’alimentation dans le cas d’un moteur à force électromotrice 
rectangulaire. 

2.1- Formes d’onde et calcul des caractéristiques. 
2.1. I- Graphique de l’aIhue des fonctions e(r), de v(l) et de i(t) 

À 3000 tr/mn, la fréquence électrique vaut 100 Hz (moteur 2 paires de pôles), donc la période 
vaut 10 ms, la constante de temps électrique vaut 0,286 ms. 

La fe.m. e(2) dérivée du flux inducteur est donc de forme rectangulaire en phase avec la tension 
v(t), par conséquent, le circuit R-L d’iiduit est soumis à des créneaux de tension d’amplitude égale à la 
différence entre la tension v(l) et la fe.m. Alors, le courant est constitué de branches d’exponentielle qui 
atteignent rapidement la valeur finale car la constante de temps électrique est faible devant la période. 

2.I.Z On néglige l’effet de I’inductance d’induit. Équation d’alimentation stmplifrée et expression de 
l’amplitude des ampères-tours nl,~~. 

dp/ ( 0) 
~ +r.ni(B) =*Cl 

dt 1 

de-90~à9,&.%?=-p,fl,% 
dr A 
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Alors les ampères-tours (donc le courant) ont aussi une forme en créneaux de courant avec des 
commutations instantanées dont l’amplitude vaut 

pJy/j 

2.1.3- Calcul du couple. 
2. L~U- Allure du couple électromagnétique instantané cem (0) et expression de sa valeur moyenne 
C,, en fonction de “1~~ 

Reprenons l’expression de l’énoncé : ce,,, (6) = p. 
h/(e) 
p.nr, en reprenant la forme du courant 

de 
obtenue a la question 2.1.1, on trouve la forme d’onde du couple électromagnétique instantané 
suivante : 

, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . e(e) 

COll(l$J 

2.1.36- Expression du couple moyen en fonction des ampères-tours maximaux, si le courant est en 
créneaux parfaits : 

h/ ( 0) 
ce, =p.~.nI&& =p. 

2. VJMax 
-.nIMm = kpIM= 

iT 
/ 

car le couple instantané est proportionnel, en chaque position, au produit constant des ampères-tours 
et de la dérivée du flux. 

2.1..?C- Application numérique au calcul des ampères-tours nZMa pour un couple de 3 mN.m. 
nIMa =78,5 A 

2.1.4- Expression du couple moyen en fonction de la vitesse : 

g -p.R- 2.PjMax 
2.PJMclX n 

ce, =p.p. IE 
g -k+2 

w =k,+---- r 

2.1.5 Nombre de spires nécessaires pour obtenir un couple moyen de 3 n&.m à la vitese de 3000 tr/mn 
sous une tension U égale à 12 V. 
Pour pouvoir injecter 78,s A sous 12 V à 3000 tr/mn, soit n = 3 14 radk, il faut que la tension par spire 
soit suffisante : 
u 

>kg.L?+r.nIMa an = 
lJ - 

n kp-2+r.nIMa 
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kd =p. 
2. PJMax 
---=38,2@‘71 

7r 
ce qui donne n = 686 spires 1 

2.2- Calcul des caractéristiques. 
2.2.1- Valeurs numériques du courant maximal, de la résistance d’induit et des pertes par effet Joule au 
couple de 3 mN.m. 

Iw=0,114qR=32,9Q PJ =R.I$ =R.I&ar=0>43W. 

2.2.2- Caractéristique couple moyen en fonction de la vitesse sous la tension continue de 12 V 

g -k++R 
Ce,,, =kd. n 

r 
=n.k#. 

II -n.k+2 

R 

àR=O: Ce,,,0 =n.k++$soit:9,6mN.m; 

à Gril =O : /iM, =u soit : 458 rad/s (4380 tr/mn). 
n.k( 

Graphique : 
C-l 
mN.m t 

2.2.3- Comparaison au moteur à courant continu à aimants et à collecteur mécanique. 
2.2.3a- Les avantages du moteur synchrone à commutation électronique sont liés à l’absence de 
collecteur mécanique, on peut citer entre autres : 
- pour les petits moteurs, la réduction des pertes mécaniques, 
-l’élimination de l’usure des balais et du collecteur (la durée de vie est alors principalement 
déterminée par celle des paliers), 
- la diminution du bruit dû aux sauts des balais sur les lames du collecteur, 
- la diminution des pollutions par les poussières de balais et par les étincelles (électromagnétique). 

2.2.3b- Le principal avantage dans une application de ventilateur d’équipement informatique est la 
longue durée de vie. Un collecteur et ses balais a une durée de vie difficilement supérieure à 
2000 heures, une année pleine (24 h sur 24) vaut 8700 heures. 
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2.3- Régulation du courantpar modulation de largeur d’impulsion. 

2.3. Z- Allure des caractéristiques couple-vitesse paramétrées en courant 
cm ,., 
mNm 

10 -- caractéristique limite 
“X.,_, sous une tension de 12V 8 L.< 

‘..._ 
‘y,, 

6 1 

= 

-. 0,235 A “‘L. / 
‘.... “.._. ‘..<._ 

4 1 =O,057A “X.,, 
x__ ‘Y. 1 = 0.078 A .‘..., 

‘L,, 2 ‘..__ R 
h_, Y,, rdcvs 

I “.._., 
> 

100 200 3cil 400 

2.3.2- MLI 3 niveaux. 
2.3.2~~ Graphiques de la tension v(t) et du courant i(t) en synchronisme avec e(t) 

\II II II 180 

2.3.2bExpression de l’ondulation du courant en fonction de U, a, cPet Td. 
pTîymq 

2.3.2~- Fréquence de hachage pour que l’ondulation de courant reste inférieure à 0,02 A 

Ai u.T, 
Max - 4.2 ’ 

-- cp= 9,41 mH, [AiMmc =0,02 A =S Fd =15,9kfhj 

2.3.3- MLI 2 niveaux. 
Expression de l’ondulation du courant en fonction de U, a, Lf’et Td. 
/,Il 

Fréquence de hachage pour que l’ondulation de courant reste inférieure à 0,02 A 
u.T, 

AiMa =- 2,cp &Max =0.02 A 2 Fd =31,8 k!hl 
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2.4-Étude en valeurs réduites des caractéristiques du moteur à courant continu à commutation 
électronique. 
2.4. I- Bilan énergétique de la conversion en moteur, expressions de la puissance absorbée P,bS et de la 
puissance utile P,. 

Pa,,s =C,,.Q+P, =C,,.R+R.I* 

P, =c,,.n-P,,, 

2.4.2- Puissance utile. 
2.4.2~- Expression de la puissance utile P,, en fonction de la vitesse réduite x. 

pu = Pem - pnmg =C,,.f2-C,.f2 où: =C,,.R=n.k+. 
II -n.k+.R 

R 
.R et Co.R=n.k4 I,.R 

u2 u2 
alors : Pem =?.(I -x).x et Pmag =-.a.x 

ce qui donne : 

2.4.26- Expression X,DM~ correspondant à la puissance utile maximale. 
La fonction de la puissance utile est une parabole à concavité négative, pour trouver son maximum par 
rapport à x, on dérive. La dérivée est nulle pour : 

Expression de la puissance maximale. 

La puissance maximale correspondante vaut : 

On peut noter que si les pertes magnétiques et mécaniques (cas des moteurs à collecteur mécanique) sont 
suffisamment faibles, alors a tend vers 0 et xp~ax tend vers 0,5 (c’est à dire la moitié de la vitesse à vide) 
et la puissance maximale vaut le quart de la puissance de court-circuit du moteur (pertes par effet Joule 
rotor bloqué). 

2.4.2~-GraphiquedeP=f(x):P,=P,.[(l-x)-a].x 

Ptiax _ (l-a)* 
P 

-=0,218sia=671k3: 
CC 4 

Fi 
Pcc t 

0.25 &7, /,..< *--. a=0 
0.2 / ‘\,J I \ 
0,15 ,/’ 

\ \ \ \ \ 
0.1 

~ 

\ 
0.05 \ 

\ 
0.467,.5 1 x 
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2.4.3- Rendement. 
.2.4.3& Expression du rendement en fonction de la vitesse réduite x. 

pm -Lg II -n.k( [ 1 
2 

rl= P, +PJ 
avec: PJ =R.I’=R. ~ 

R 

ce qui donne en grandeurs réduites 

L’expression du rendement devient, 

rl= 
x.(1-x)-a.x 

x.(1-x)+(1-x)2 

2.4.36- Expression xMm correspondant au rendement n maximal. 
En dérivant l’expression du rendement par rapport a x, on obtient : 
dq x2 -2.x+I-a - = 
dx (1 -x)2 
La dérivée est nulle et le rendement est maximal pour : x,r~~ m=I-Jal 

2.4.3~- Le rendement maximal a pour expression : 7~~ - ( 

Graphique 
on obtient 
Graphique de 7]Mrzr avec a = 67 1t3 : 
on obtient : 7,~~ = 54,9% pour x~~ = 0,741 

q A a=0 
1 1 -- 

t I ,/’ A /’ 
: de 71~~ avec a = 67 10-3 : 
: ~Ma.K = 54,9% pour xwm = 0,741 

q i a=0 

OS OS 0,741 0,741 1 1 x x 

2. S- Application numérique au moteur étudié. 
2.X1- Puissance maximale utile que l’on peut obtenir sous 12 V : 

P 
(f -a)2 

lIA4ax =Pcc~------- 4 
=214rad/s soit: 2040tr/mn 

2. X2- Calcul des pertes magnétiques et par effet Joule ainsi que des puissances absobée et utile au point 
de fonctionnement 3 mN.m (électromagnétique) et 3000 tr/mn. 

R= 314 radis : P,,,,,= 0.2 W, P,=O,43 W, P,bs=1,37 W, P, = 0,742 W 
Calcul de la valeur du rendement : l-1. 
On peut constater que l’on n’est pas très loin du rendement maximum. 

2.6- Recherche d’un dimensionnement permettant un fonctionnement au rendement maximal 
Système d’équations qui permet de déterminer les valeurs optimales de r et n. 
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Pour avoir le rendement maximal, la vitesse doit respecter l’équation suivante, il faut que : 

f2.n.k4 _ 
on obtient une Premiere équation qui lie n a r : - - I- 

Pour avoir le couple utile CU, il faut : 

C,, =Ce,,, -C,, =n.k++ 
U-n.k4.f2 

n2.r 
-C, qui se simplifie en : 

ce qui donne la deuxième équation liant n à r. 

La résolution n ‘étuit uas demandée : 
II -n.kb.R 

De(2}, on tire : r =kp.n~cC, OC,) 

En remplaçant (3) dans ( 1 ), on obtient : 

- 
Er 

f2n.k) 
Iposant: a= -I -, il reste à t esoudre : 

d’otiontire: a=I-k 
CII +G 

, alors : nopr =A. 
k+,.R 

= 825 spires 

d’après {3),il faut alors : r = 27 FR, ce qui nécessite, si l’on se reporte à la première partie, d’augmenter 
considérablement l’espace bobinable, il faudrait alors réduire la section de fer, ce qui augmenterait les 
pertes magnétique donc C,....L’optimisation peut se poursuivre par itérations. 
En supposant, pour simplifier, que C, soit inchangé, le couple utile de 3 mN.m serait obtenu pour 
nI = 95 A, ce qui donnerait des pertes par effet Joule égales à 0,24 W. Le rendement passerait alors à 
72,2%. 
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(Concours Externe)

SECTION : PHYSIQUE ET CHIMIE

Composition de Physique avec applications - Session : 1996

A) PREMIÈRE PARTIE

SCHÉMA DE PRINCIPE
D’UN OSCILLATEUR À FRÉQUENCE MODULÉE

I. Étude d’un oscillateur.

1.1. 1.1.1. Pour diviseur de tension (non résistif).

V__ 2

V__ 1
 = 

1 ⁄ j C1 ω
1 ⁄ j C2 ω + 1 ⁄ j C1 ω

 = 
C2

C1 + C2

V__ 2

V__  = 
C2

C1 + C2

v(t) et v2(t) en phase.

1.1.2. Z__ = L // (C1 + C2)

Z__ = 

jLω 




C1 + C2

j C1 C2 ω




jLω + 
C1 + C2

j C1 C2 ω

 = 
jLω (C1 + C2)

C1 + C2 – L C1 C2 ω2 = 
jLω

1 –  L 
C1 C2

C1 + C2
 ω2

1.1.3. V__ = V__ 1 . 
Z__

R + Z__
 = V__ 1 

1

1 + R
Z__

 = V__ 1 
1

1 + 
R

jLω
 + 

j C1 C2 R

C1 + C2

 ω

1.1.4. T__ = 
V__ 2

V__  . 
V__

V__ 1
 = 

C2

C1 + C2

 . 1

1 + 
R

jLω
 + 

jR C1 C2 ω

C1 + C2

 = 
1

C1 + C2

C2
 + 

R (C1 + C2)
jL C2 ω

 + jR C2 ω

a = 
C1 + C2

C2
b = 

L C2

R (C1 + C2)
d = RC1

a sans dimensions, b et d homogènes à un temps.

1.2. 1.2.1. Première méthode

On envisage le pont diviseur de tension R1, R2
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V__ – – V__ s = 
R2

R1 + R2
 (V__ e – V__ s) V__ – = 

R2 V__ e + R1 V__ s

R1 + R2

On peut retrouver le même résultat par application du théorème de Millman, ou par les lois
de Kirchhoff.

Deuxième méthode

V__ – = V__ + = T__ . V__ s

D’où : R2 V__ e = V__ s 

T__ . (R1 + R2) – R1




1.2.2. Avec ve = 0 par mise à la masse, si 
V__ s

V__ e
  →  ∞ alors on pourra assister à l’établissement

d’oscillations pour vs (t).

Ceci aura lieu pour T__ = 
R1

R1 + R2

soit
1

a + 
1

jbω
 + jdω

 =  
1

1 + R2
 ⁄ R1

Par identification des parties réelles et imaginaires : a = 1 + 
R2

R1
 et 

1
bω

 = dω.

Condition d’oscillation : a = 1 + 
R2

R1
 soit 1 + 

C1

C2
 = 1 + 

R2

R1
   R1 C1 = R2 C2

Pulsation des oscillations : ω2 = 
1

bd
 = 

C1 + C2

C1 C2 L
 = 

1
LC’

   ω = √1
LC’

II. Étude d’un oscillateur à fréquence modulée.

2.1. On remplacera jLω par

jLω . 1
jCω

jLω + 
1

jCω

 = 
jLω

1 – LCω2 = Z__ 0

T’__ = 
1

a + 
R (C1 + C2)

C2 Z__ 0
 + jdω

 = 
1

a + 
R (C1 + C2)

C2
 . 1 – LCω2

jLω
 + jRC1ω

T’__ = 
1

a + 
R (C1 + C2)

j C2 Lω
 + jR1 C1 ω + j 

R (C1 + C2)
C2

 Cω
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T’__ = 
1

a + j 
R (C1 + C2)

L C2 ω
 + jR C1 ω 




1 + 

C1 + C2

C1 C2
 C




a’ = a = 
C2 + C1

C2

b’ = b = 
L C2

R (C1 + C2)

d’ = d 



1 + 

C(s)
C’




 = R C1 




1 + 

C(s)
C’





2.2. La condition d’oscillation est donnée par :

1

a’ + 
1

jb’ω
 + jd’ω

 = 
1

1 + 
R2

R1

soit : R1 C1 = R2 C2

La pulsation ω0 de l’oscillateur est : ω0 = 
1

√b’d’
 avec C(s) = C0.

ω0
 2 = 

R (C1 + C2)
L C2

 . 1

R C1 



1 + 

C0

C’




 = 
1

L C’ 



1 + 

C0

C’





 = 
1

L (C0 + C’)

ω0 = 









1

L 



C0 + 

C1 C2

C1 + C2















1 ⁄ 2

2.3. 2.3.1. s(t) = S0 + ε cos αt = S0 



1 + 

ε
S0

 cos αt




C(t) = A S0
 n 



1 + 

ε
S0

 cos αt




n

C(t) ≈ A S0
 n 



1 + 

n ε
S0

 cos αt




C(t) = C0 



1 + 

n ε
S0

 cos αt




2.3.2. ω2(t) = 
1

L C’ + C(t)
 = 

1

L 



C’ + C0 + 

n ε C0

S0
 cos αt





 = 1

L (C’ + C0)  



1 + 

n ε C0

S0 (C’ + C0)
 cos αt





SECTION PHYSIQUE ET CHIMIE 123



ω2(t) = ω0
 2 . 1

1 + 
n ε C0

S0 (C0 + C’)
 . cos αt

ω(t) = ω0 



1 – 

n ε C0

2 S0 (C0 + C’)
 . cos αt





Ω = α β = 
n ε C0

2 S0 (C0 + C’)

Porteuse : pulsation ω0.

Signal modulant : Ω = α.

Le signal modulant contient l’information à transporter.

La porteuse permet de travailler à des fréquences beaucoup plus grandes que celle du signal
modulant et permet de répondre à des critères imposés : dimension des antennes, propagation
dans l’air, réflexions...

2.3.3. a. Radio F.M. : 100 MHz.

Télévision : 48 à 820 MHz.

Satellites : ordre : GHz.

b. Le taux de modulation est directement lié à la bande de fréquence occupé par le signal
de part et d’autre de la porteuse (± 75 kHz dans la bande F.M.).

c. Limitation en fréquence de l’A.O.

d. Modulation d’amplitude (le signal modulant module l’amplitude de la porteuse).

Inconvénient : information contenue à t sur une seule fréquence fixe (de la porteuse).

Une modification du signal par un parasite fait perdre l’information. En F.M., on perdra it
une partie du signal : celle correspondant à la bande de fréquences du parasite.

Avantages : émetteurs et récepteurs moins sophistiqués. Réflexion sur l’ionosphère.
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B) DEUXIÈME PARTIE

ÉTUDE DE CONVERTISSEURS D’ÉNERGIE

I. Étude thermodynamique théorique d’un moteur à combustion interne.

1.1. Système fermé : masse constante car aucun échange de matière avec l’extérieur.

 ∆ [U + Ec] = We + Qe

on peut accepter ∆U = We + Qe  Notion de frontière

∆ (U + Ec + Ep) = We + Qe

Principe de conservation (de bilan).

1.2. PV = nRT

dU = n . CVm . dT

1.3. Isentropique :  entropie constante au cours de la transformation. dS ==== 0.

Typiquement : adiabatique et sans irréversibilité interne.

dS = 
CVmdt

T
 + 

ldV
T

 = 
nR
γ – 1

 
dT
T

 + 
nR dV

V
 pour un gaz parfait.

S = nRlnT γ – 1 = nRlnV + k

Si S est constante T 1 ⁄ γ – 1 . V est invariant.

Donc T . V γ – 1 est invariant au cours de la transformation.

1.4. Q1 ==== UC – UB ==== nCVm ((((TC – TB))))

TB
 ⁄ PB = TC

 ⁄ PC comme PC > PB, TC > TB

Q1 > 0

La chaleur est reçue (au sens éthymologique) par le gaz.

1.5. Q2 ==== UA – UD ==== nCVm ((((TA – TD))))

1.6. Pour le cycle ∆U = 0 ∆∆∆∆U ==== Q1 ++++ Q2 ++++ W ==== 0 W ==== – ((((Q1 ++++ Q2))))

1.7. η = 
énergie  utile  récupérée  sous  forme  de  travail

énergie  dépensée
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η = 
|W|

Q1
 = 

– W
Q1

 = 
Q1 + Q2

Q1
⇒ η = 1 + 

Q2

Q1

1.8. η = 1 + 
TA – TD

TC – TB

TA Vmax
 γ – 1 = TB Vmin

 γ – 1 TB = TA τ γ – 1

TD Vmax
 γ – 1 = TC Vmin

 γ – 1 TC = TD τ γ – 1

η = 1 + 
TA – TB

TB τ γ – 1 – TA τ γ – 1

η = 1 – 


1
τ




 γ – 1

η = 0,53

1.9. Cy = Vmax – Vmin ; τ = 
Vmax

Vmin

Vmin = 
Cy

τ – 1
 Vmax = 

τCy

τ – 1

Vmax = 2,2 l

Vmin = 0,22 l

1.10. Nombre de moles de gaz admis : n = 
PA Vmax

RT
 = 0,0834 mole

n’ ==== 
n
60

 ==== 1,39.10– 3 moles de carburant

1.11. Q1 = n’ . 4200 = 5840 J

Q1 = 
nR
γ – 1

 (TC – TB) = 
nR
γ – 1

 

TC – TA . τ γ – 1



TC = 
(γ – 1) Q1

nR
 + TA . τγ – 1 PC = 

nRTC

Vmin

TC = 3460 K PC = 1,1.107 Pa

1.12. Q2 = n . CVm . (TA – TD)

TD = TC τ 1 – γ  ⇒   Q2 = 
nRTA

γ – 1
 



1 – 

TC

TA
 τ 1 – γ



Q2 = – 2730 J

Pour un cycle : W = – Q1 – Q2 = – 3110 J

Un cycle correspond à deux tours : donc 2000 cycles/min
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P = 
3110 × 2000

60
P = 103,6 kW

Puissance du moteur supposé ne posséder qu’un seul cylindre.

1.13. Transformation CD et AB non isentropiques :

– non adiabatiques,

– irréversibilité interne.

Combustions incomplètes.

Transformations BC et DA non isochores...

1.14. QF échangée avec la source froide à TF .

QC échangée avec la source chaude à TC .

Pour un cycle 
QC

TC
 + 

QF

TF
 + Scréée = 0 avec Scréée ≥ 0.

Si tout QC est transformé en W, QF = 0. Impossible car QC > 0 et Scréée ≥ 0.

II. Étude d’un dispositif d’ascenseur.

2.1. Cage A, contenant la charge. (plus le poids (m + m’) g→ ).

Contrepoids B. (plus le poids mg→ )

Poulie P (plus le couple exercé par le moteur)
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Poulie P’

Comme le câble a une masse nulle :





F
→

1


 = 



T
→

1


 ; 




F
→

2


 = 



T
→

2


 ; 




F’
→

1


 = 



T’
→

1


 ; 




F’
→

2


 = 



T’
→

2



Théorème du moment cinétique pour la poulie P’, en son centre, projeté sur l’axe de rotat ion :





F’
→

1


 . D

2
 – 



F’
→

2


 . D

2
 = 0

Idem pour P Γ = 





F
→

1


 – 



F
→

2




 
D
2

Théorème de la résultante pour A + la charge :

O
→

 = T
→

1 + T’
→

1 + (m + m’) g→





T
→

1


 = 



T’
→

1


 + (m + m’) g

Idem pour B : 



T
→

2


 = 



T
→

2
1’



 + mg

⇒ P = m’ g 
D
2

2.2. U = RI + e’ e’ = k Φ ω

Γ = kIΦ

sont posés : Γ et ω e’ = ω 
Γ
Ι

U = RI + 
ωΓ
I

  ⇒   UI ==== RI2 ++++ ωωωωΓΓΓΓ

2.3. Bilan de puissance

Pélectrocinétique = PJoule + Pméca

(Pméca = Γω = ’ e’I)

UI = RI2 + Γω

2.4. I = 
U ± √ U2 – 4RωΓ

2R

Deux valeurs de l’intensité : à chaque valeur correspond une valeur de Φ.

128 SECTION PHYSIQUE ET CHIMIE



C) TROISIÈME PARTIE

ÉTUDE D’UNE LUNETTE ASTRONOMIQUE.

I. Grossissement et cercle oculaire.

1.1. ∞(θ)  →
L

1

  A1B1

_____
A1 est en F’1

A1B1

_____
 = f’1 . θ

Comme l’image finale doit se trouver à l’infini, A1B1 doit être dans le plan focal de L2 (A1 en

F2).

Le plan focal image de L1 est confondu avec le plan focal objet de L2 . Le système est afocal.

θθθθ’ ==== – 
f’1

f’2
 θθθθ.

1.2. G = 
θ’
θ

 = 
– f’1

f’2
G = – 20

(grossissement négatif : image inversée).

1.3.
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tg α = 
D

2f’1
  tg α’ = 

d
2f’2

α = 5.10 – 2 rad  α’ = 0,16 rad

Le diaphragme d’ouverture est la monture de l’objectif.

(C’est aussi la pupille d’entrée).

1.4.

1.5. Les rayons issus de points à l’infini de diamètre apparent trop important «buteront» sur la monture
de l’oculaire. Certains faisceaux «buteront» en partie sur cette monture : phénomène de vig nettage.
La monture de l’oculaire est donc le diaphragme de champ.

Tous les faisceaux sortant de l’appareil se coupent sur un disque, le cercle oculaire.

Un point du bord du cercle oculaire (comme le point M’ de la figure) est l’image de M (du bord
de la monture de L1) par l’oculaire L2. C’ est donc l’image de O1 par L2.

Le cercle oculaire est l’image de la monture de L1 par L2, donc l’image du diaphragme d’ouverture

par L2.

1.6. 1
O2C’
_____

 – 
1

O2O1

_____
 = 

1
f’2

⇒ O2C’
_____

 = 5,25 cm

|γ| = 




O2C’
_____

O2O1

_____

 = 

D’
D

D’ = D . 5,25
105

 = 0,5 cm

La pupille de l’œil doit être placée au cercle oculaire pour une luminosité optimale.

(Dans la pratique, le cercle oculaire a un diamètre plus faible, et en particulier plus fa ible que le
diamètre de la pupille de l’œil).

II. Étude du pouvoir séparateur d’une lunette astronomique.

2.1. Diffraction de la lumière par une fente fine.

2.1.1. Les points P d’une surface d’onde atteinte à t se comportent comme des sources secondaires
émettant une ondelette sphérique de même fréquence que celle de la source initiale.
L’amplitude de cette ondelette est proportionnelle à l’élément d’aire entourant le point P  et
à l’amplitude de l’onde. Ces sources secondaires sont cohérentes : la grandeur lumineuse
en un point M situé après la surface d’onde est la somme des grandeurs lumineuses des
ondelettes émises par les sources secondaires. Dans le cas de Fraunhofer un terme de phase
quadratique est omis soit en se plaçant très loin, soit à l’aide d’une lentille.
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L’approximation de Fraunhofer permet de décrire la figure de diffraction qui entoure une
image géométrique.

2.1.2. Soit un point M de l’espace. Soit ds__( u→ ) l’amplitude complexe de la grandeur lumineuse
relative à l’onde plane en M initialement émise par le point P de l’ouverture, dans la
direction de vecteur unitaire  u→.

ds__ ( u→ ) = A s0 e jωt e
 – j 

2M
λ

  u→ . PM
→

 dx dy

= A s0 e jωt e
 – j 

2M
λ

  u→ OM
→

 e
 – j 

2M
λ

  u→ PO
→

 dx dy

(O point de référence quelconque du plan de l’ouverture).

Si  u→ = α ux
→ + β uy

→ + γ uz
→, alors  u→ PO

→
 = – αx – βy.

Pour l’ouverture :

s_(α,β) = A s0 e
 jωt e

 – j 
2π
α

   u→ OM
→

 ∫  
– a

 a

 e
 j 

2π
λ

 αx
 dx ∫  

– 
b
2

 b ⁄ 2

 e
j 

2π
λ

 βy
 dy

s_(α,β) = A . s0 e jωt e
 – j 

2π
α

   u→ OM
→

 2a . sin c 
2παa

λ
 . b sin c 

παb
λ

 

d’ou I = s_ s∗  = I0 



sin c 

2παa
λ





2

 



sin c 

πβb
λ




2

Comme b > > λ et b > > a, sin c 
π
λ

 βb = O sauf pour β = O auquel cas sin c (O) = 1.

I = I0 



sin c 

2π
λ

 αa




2

2.1.3. I = 0 pour α = 
P . λ

2a
 avec p entier différent de 0.
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2.1.4. Un point M’ du plan focal image est l’image d’un point objet à l’infini situé dans une
direction parallèle à O’H’.

M’ est le point de convergence d’ondes quasi-sphériques correspondant à une onde incidente
quasi-plane de direction de propagation parallèle à O’H’.

On aura : tgθ = 
X
f’

Comme la lentille est utilisée dans les conditions de Gauss tgθ ≈ θ. D’autre part

α ≈ θ ≈ 
X
f’

.

α ≈ 
X
f’

2.1.5. La figure de diffraction s’étale le long de l’axe x’F’x, autour de F’ qui est point de symétri e
de la figure.

(F’ est l’image de la source ponctuelle à l’infinie dont provient l’onde plane incidente sur
l’ouverture).

La tache centrale est deux fois plus large et beaucoup plus lumineuse que les taches
secondaires.

Largeur de la tache centrale (maximum principal d’intensité).

∆X = f’ . λ
a
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2.2. Pouvoir de résolution de la lunette.

2.2.1. On observe une tache centrale ayant la forme d’un disque (tache d’AIRY) entourée d’anneaux
concentriques centrés en F’.

(Dans la pratique les anneaux seront observés avec une source très lumineuse).

Rayon r = f’ 
1,22 λ

2R

2.2.2. Critère de Rayleigh : f’ . ∆θ > r

Ici ∆θ = θ

D’où θmin = f’ 
1,22 λ

2R

Si β est l’angle limite de résolution angulaire de l’œil, il faut que |G| . θ > > β pour que
l’œil ne limite pas le pouvoir de résolution.

2.3. Commentaires

2.3.1. Film photo, dans le plan focal d’une lentille placée à l’endroit du cercle oculaire, ou dans
le plan focal image de l’objectif.

2.3.2. Télescopes catadioptriques. Exemple : montage de Cassegrain.

2.3.3. Élimination des perturbations dues à l’atmosphère. Possibilité de travailler dans l’infrarouge
(Télescope de Hubble).
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C.A.P.E.S.
(Concours Externe)

SECTION : PHYSIQUE ET CHIMIE

Composition de Chimie avec applications - Session : 1996

PREMIÈRE PARTIE : LA CHIMIE DU VIN

1 - Les acides.

1.1. Les acides du raisin

1.1.1. – Acide tartrique ( H2T) :

– Acide malique ( H2M) :

– Acide citrique ( H3 Cit) :

1.1.2. 











H2T :  trois  stéréoisomères              




(2R, 3R)  et  (2S, 3S)  chiraux
(2R, 3S)  non  chiral

H2M :  deux  stéréoisomères  chiraux

H3 Cit :  un  stéréoisomère  non  chiral

1.1.3. a)               




E :  énantiomères
D :  diastéréoisomères

b) Il n’y a pas de relation entre la configuration absolue d’un carbone asymétrique et le
signe du pouvoir rotatoire. On ne peut pas prévoir les structures spatiales de A et B. On
peut attribuer le composé méso (2R, 3S) : C.
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c) Représentation de Cram :

(ordres de priorité selon les règles de Cahn-Ingold et Prelog : OH > COOH > C > H).

Représentation de Newman :

1.2. Fermentation et acidité

1.2.1. a) Pour le mélange contenant initialement :





H2T  à  la  concentration  C0 = 1,47 10 – 2 mol L – 1

H2M  à  la  concentration  C1 = 2,25 10 – 2 mol L – 1

A pH = 3, on peut négliger les formes T 2 – et M 2 – :

C0 # [H2T] + [HT –]

C1 # [H2M] + [HM –]

En utilisant les expressions des constantes d’acidité :













[H2T] = 
C0 h

h + KA
1

 = 7,69.10 – 3 mol L– 1

[HT –] = 
C0 KA

1

h + KA1

 = 7,01.10 – 3 mol L– 1

De la même façon :





[H2M] = 1,67.10 – 2 mol L– 1

[HM –] = 5,79.10 – 3 mol L– 1

b) Réactions prépondérantes :

(1) H2T + HM –  →←  HT – + H2M K1

(2) H2T + H2O  →←  HT – + H3O+ K2

(3) H2M + H2O  →←  HM – + H3O+ K3

c) K1 = 
[HT –] [H2M]

[H2T] [HM –]
 , K2 = 

[HT –] [H3O
 +]

[H2T]
 , K3 = 

[HM –] [H3O
 +]

[H2M]
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1.2.2. a)

b) La disparition de l’acide malique par fermentation malolactique provoque un déplacement
des équilibres :

– (1) dans le sens →,

– (3) dans le sens ←.

Le déplacement de (1) dans le sens de la disparition de H2T induit le déplacement de

l’équilibre (2) dans le sens ←.

Cela se traduit par une dimension de l’acidité de la solution S.

c) Amélioration des propriétés organoleptiques (voir annexe).

1.3. Acidité volatile

1.3.1. Préliminaires

a) a.1) Le diode est stable en milieu acide ; en milieu basique, il se produit une dismutation
en I – + IO3

 –.

a.2) La complexation de I2 par I – implique une augmentation du domaine de stabilité

de l’iode au degré d’oxydation 0 (sous la forme I3
 –).

b) b.1) On dose la fonction – SO3H, la combinaison bisulfurique obtenue a pour formule :

b.2) Équation bilan :
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1.3.2. On dose :





CH3COOH  et  les  autres  acides  de  la  série  acétique

SO2  libre  et  combiné

SO2 libre et combiné ne font pas partie de l’acidité volatile.

1.3.3. Principe du dosage de SO2 libre :

a) I2 + HSO3
 – + 3H2O  →←  2I– + SO4

 2 – + 3H3O+

(ou I3
 – + HSO3

 – + 3H2O  →←  3I– + SO4
 2 – + 3H3O+).

b)

K = 10

E
1
 0 – E

3
 0

0,03  = 6,3.1016

avec E1
 0 = EI

2
 ⁄ I–

 0

E2
 0 = E SO

4
 2 – ⁄ HSO

3
 –
 = E SO

4
 2 – ⁄ SO

2

0  – 0,03 pKA

La réaction est quantitative et donc utilisable pour un dosage.

c) L’empois d’amidon sert d’indicateur coloré, on repère l’équivalence par l’apparition d’une
coloration violette (indiquant l’excès de I2).

1.3.4. Principe du dosage de SO2 combiné :

a) L’ajout d’acide permet d’éviter la dismutation du diiode (et la dissociation de la
combinaison bisulfutique).

b) On observe une disparition de la coloration violette (dismutation de I2) :

3I2 + 60H–  →←  IO3
 – + 5I – + 3H2O

c) Il y a déplacement de l’équilibre dont l’équation-bilan est donnée à la question 1.3.1.
b.2) par consommation de HSO3

 –.

2 - Études des cendres.

2.1. K+, Na+, Ca2 +, Mg2 +, Fe2 + ou Fe3 +.

CO3
 2 –, PO4

 3 –, SO4
 2 –, Cl –
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2.2. Schéma de Lewis :

D’après le VSEPR : CO3
 2 – de type AX3 : structure plane, dérivant du triangle équilatéral.

D’après le VSEPR : PO4
 3 – de type AX4 : structure tétraédrique.

L’ion carbonate plan présente des formes mésomères limites :

2.3. CO3
 2 – : par ajout d’un acide fort, dégagement du CO2 caractérisé par l’eau de chaux.

PO4
 3 – : précipité jaune en présence de Ag+ (Ag3PO4) ou complexe phosphomolybdate d’ammonium.

Fe2 + : précipité vert en présence de soude ou complexe rouge avec O-phen (Orthophénantroline).

Fe3 + : précipité rouille avec OH – ou complexe rouge sang avec SCN –.

2.4. Les oligo-éléments sont des éléments présents en faible quantité, mais indispensables, par exemple :
F, Si, I, B, Zn, ... (donnés dans l’annexe).

3 - Le fer dans le vin.

3.1. Les ions ferreux et ferrique

3.1.1. a) Les ions retrouvent sous la forme d’aquocomplexes 










Fe (H2O)6
 2 +  (bleu−vert  pâle)

Fe (H2O)6
 3 +  (jaune  pâle)

b) RC : Fe (H2O)6 3 + + H2O  →←   Fe (H2O)5 (HO) 2 + + H3O+ KA = 10 – 3,05

EI 0,01

EF 0,01 – h         h        h 

h = [H3O+]


)

KA = 
h2

0,01 – h
. Il faut résoudre l’équation de second degré h2 + KAh – 0,01 KA = 0 :

⇒ pH = 2,6

(l’autoprotolyse est bien négligeable à ce pH).

 CO3
 2 – PO4

 3 – 
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Il s’agit d’un acide relativement fort, mais à ce pH, il y a possibilité de précipitatio n de
Fe (OH)3.

Les ions Al 3 + et Cr 3 + présentent un tel caractère acide.

3.1.2. a) Le complexe est constitué d’un cation central et de ligands (molécule ou ion comportant
un atome présentant un doublet non liant, qui assure la liaison (cation - ligand).
L’orthophénantroline est un ligand bidentate.

b) Il s’agit d’un complexe octaédrique.

3.1.3. Fe(phen)3
 3 + ⁄ Fe(phen)3

 2 + est un couple redox pour lequel les formes oxydées et réduites

ont des couleurs très différentes.

Dosage par Cérimétrie (ex : dosage de Fe 2 + par Ce 4 +).

3.2. Dosage du fer dans un vin blanc

3.2.1. a) L’absorbance A est définie par A = log 
I0

I
  




I0 :  intensité  incidente

I :  intensité  après  traversée  de  la  cuve

b) Fe (phen)3
 2 + de couleur rouge orangé absorbe dans le bleu-vert (couleur complémentaire).

3.2.2. a) Il s’agit de la loi de Beer Lambert A = εlC











ε :
l :
C :

 
coefficient  d’extinction  molaire
longueur  de  la  cuve  (en  cm)
concentration  de  l’espèce  absorbant  (en  mol. dm – 3)

b) Cette mesure sert de «blanc» et permet de tenir compte de l’absorbance des espèces
autres que Fe(phen)3

 2 +.

c) A = A1 – A2 = 0,132  →  C = 32 mg L – 1 (détermination graphique).

3.3. La casse ferrique

3.3.1. L’oxydation de Fe2 + peut être produite par le dioxygène dissous.

3.3.2. Voir l’annexe : 




sel  insoluble  FePO4

complexes  avec  les  polyphénols  et  les  anthocyanes
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3.3.3. Hexacyanoferrate (II) de potassium : formation d’un précipité de Fe4 [Fe(CN)6]3.

Échangeurs d’ions : permettant de fixer Fe2 + ou Fe3 +.

Acide ascorbique : réducteur plus puissant que Fe2 +.

Acide citrique : formation du complexe Fe Cit soluble.

3.3.4. a) Solubilité :

s = 

Fe(H2O)6

 3 +

 + 

Fe(H2O)5 (OH)2 +


 = 

H3PO4

 + 

H2 PO4

 –

 + 

HPO4

 2 –

 + 

PO4

 3 –


à pH = 3,4 : s = 

Fe(H2O)6

 3 +

 + 

Fe(H2O)5 (OH)2 +


 = 

H2 PO4

 –


b) Facteurs modifiant la solubilité du sel : température, pH, complexation, effet d’ion
commun.

c) Si on néglige la forme Fe(H2O)5 (OH) 2 + :  (Fe3 +) = 5,36.10– 4 mol.L– 1

à pH = 3,4 : [PO4
 3 +] = 

KA
2
 KA

3
 

H2 PO4

 –


h2  = 5115.10 – 16 mol.L– 1

d’où [Fe3 +] 

PO4

 3 –

 = 2,8.10– 19 > KS il y a précipitation de Fe PO4.

d)
d-1) 4Fe3 + + 3Fe(CN)6

 4 –  →←  Fe4 [Fe(CN)6] 3  K = 
1

KS
 = 10 40,5

La réaction est quantitative.

d-2) Il faut ajouter :

n Fe(CN)6
 4 − = 

3
4

 n Fe 3 + = 4,02.10– 4 mol

pour un litre. d’où une masse :

m = MK2 Fe(CN)
6
  nFe(CN)6

 4 – = 0,148 g

pour un litre de solution.Glucose  Fructose

4 - Les sucres réducteurs.

4.1.

4.2. Le glucose est symbolisé :

Glucose
Fructose

(R : C4H9O4)
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En milieu acide :

4.3. Le caractère réducteur est donné par la fonction aldéhyde pour le glucose. On peut parler de sucre
réducteur pour le fructose du fait de l’équilibre glucose →← fructose en milieu acide.

4.4. 4.4.1. Les ions tartrate T 2 – permettent d’éviter la précipitation de Cu(OH)2 par formation du

complexe Cu T2
 2 – la liqueur de Fehling est bleue.

4.4.2. En milieu basique : 2CuT2
 2 – + RCHO + 5OH –  →  RCOO

          O–
  + Cu2

           
______
       ↓

O + 4T 2 – + 3H2O

Il faut chauffer pour réaliser cette réaction. On observe la formation d’un précipité roug e
brique de Cu2O.

4.4.3. Montage.

L’équivalence est repérée par la disparition de la coloration bleue de la solution.
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4.5. 4.5.1. Ce sont des formes cycliques des deux sucres obtenues par acétalisation intramoléculaire.

4.5.2. Le saccharose ajouté est hydrolysé en fructose et glucose par fermentation alcoolique,  on
augmente donc la teneur en éthanol de vin.

DEUXIÈME PARTIE : L’ÉTHANOL,
SA SYNTHÈSE INDUSTRIELLE

1 - Distillation d’une solution hydroalcoolique.

1.1. Concentration molaire volumique : C = 
ρV

MV0

avec











ρ  =  masse  volumique
M  =  masse  molaire  de  l’éthanol
V = 12 L
V0 = 100 L

C = 2,05 mol.L– 1

1.2. Le mélange considéré se situe à droite de l’azéotrope. On recueille donc en haut de la colon ne le
mélange azéotropique et en bas de la colonne de l’eau pure, si on poursuit la distillation jusqu’à la fin.
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1.3.

2 - Synthèse industrielle de l’éthanol.

2.1. L’équilibre.

2.1.1. ∆rH
0 = ∆fH

0 (C2H5OH) – ∆fH
0 (C2H4) – ∆fH

0 (H2O) = – 45,6 kJ.mol – 1

∆rS
0 = s0 (C2H5OH) – s0 (C2H4) – s0 (H2O) = – 125,5 J.K – 1.mol – 1

∆rG
0 = ∆rH

0 – T∆rS
0 = – 8,2 kJ.mol – 1

2.1.2. A 300°C ∆rG
0 = 26,3 kJ.mol – 1 (on néglige les variations de ∆rH

0 et ∆rS
0 avec la tempé-

rature) d’où K = e
 – ∆

r
G0 ⁄ RT

 = 4.10 – 3.

2.1.3. D’après la loi de Van’t Hoff : 
dlnK
dT

 = 
∆rH

0

RT2  K diminue si la température augmente

(∆rH
0 < 0).

D’après la loi de Le Chatelier, si la pression augmente, l’équilibre est favorisé dans le s ens
d’une diminution du nombre de moles gazeuses, c’est-à-dire dans le sens de la synthèse de
l’éthanol.
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Industriellement, on choisit une pression élevée et une température pas trop basse (de faç on
à ne pas trop défavoriser la cinétique de la réaction).

2.2. L’évolution.

2.2.1. Avancement de la variation : dξ = 
dni

νi

νi : coefficient stoechiométrique algébrique du constituant i.

dni : variation du nombre de moles du constituant i pour un avancement dξ de la réaction.

Pour la réaction : C2H4(g) + H2O(g)  →←  C2H5OH(g)

EI
EF

                2
2 – ξe

             2
2 – ξe

                      
ξe

        

(bilan en nombre de moles).

K = 
PC

2
H

5
OH P 0

PC
2
H

4
 PH

2
O

 = 
ξe (4 – ξe) P

 0

(2 – ξe)
2 P

Par résolution de l’équation du second degré, on obtient : ξe = 0,23 mole

2.2.2. A  = – ∆rG
0 – RTlnπ où 











∆r G
0 = – RT ln K

Π = 
PC

2
H

5
OH P0

PC
2
H

4
 PH

2
O

 = 
ξe (5 – ξe) P

0

(2 – ξe) (3 – ξe) P
 = 3,22.10 – 3

La valeur de π est calculée après addition de la mole d’eau au mélange à l’équilibre et

avant réaction chimique d’où A  = 1033,4 J .mol – 1.

Le critère d’évolution d’un système en réaction chimique s’écrit : A  . dξ > 0. Ici

A  > 0  ⇒   dξ > 0. L’équilibre est déplacé dans le sens de la synthèse de l’éthanol.

2.3. Le rendement.

2.3.1. Rendement :

ρ = 
nombre  de  moles  d’éthanol  obtenues

nombre  de  moles  maximal  susceptibles  d’être  produites  par  une  réaction  totale

2.3.2. On peut améliorer le rendement à température et pression fixées en mettant un des réac -
tifs en excès, par exemple l’eau.

2.3.3. D’après la définition de rendement : ρ = 
ξe

2
 = 11,6 %.
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2.3.4. C2H4 + M2O  →←  C2H5OH

            EI
EF

            1
1 – ξ

                   n
n – ξ

                 
ξ
           (avec n > > 1)

K = 
ξ (n + 1 – ξ) P 0

(1 – ξ) (n – ξ) P
 # 

ξ
1 – ξ

  
P 0

P

en tenant compte du très grand excès d’eau (n >> 1)

⇒  ξ = 0,219 mole et ρmax = 
ξ
1

 = 21,9 %.

Le rendement maximal que l’on peut obtenir reste relativement faible.

TROISIÈME PARTIE : SYNTHÈSES ORGANIQUES

1 - Synthèse d’un arôme du vin : le linalol.

1.1. 1.1.1. N__ : HC ≡ C
     O–

    Na
       O+

N__ est obtenu par une réaction acide base.

N__ peut se comporter comme un nucléophile et comme une base forte.

1.1.2. Il pourrait y avoir destruction de l’amidure ou de l’acétylure en présence d’eau.

1.1.3.

Hydrolyse :

1.2. 1.2.1. 2_
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1.2.2. On observe une décoloration de l’eau de brome. Il s’agit d’une réaction d’addition anti. La
stéréochimie est expliquée par un mécanisme par ion ponté :

1.2.3. En présence de Nickel de Raney, on aurait obtenu l’hydrogénation totale et formation de
composé :

1.3. 1.3.1. Il s’agit d’une transestérification.

1.3.2. On utilise pour réaliser une estérification une catalyse en milieu acide et un chauffage .

Il pourrait se produire des réactions parasites, par exemple :

– une cétolisation,

– une isomérisation de l’alcool conduisant à la formation de composé :

– une déshydratation de l’alcool en :

1.4. 1.4.1.

Composé 5_ :        on note R pour la suite :
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Test à la DNPH :

Il s’agit d’une addition nucléophile sur la fonction carbonyle.

Test iodoforme :

Test à l’eau de brome : addition électrophile sur la double liaison      .

1.5. 1.5.1. La THF est un solvant qui se comporte comme une base de Lewis et stabilise le magnésien.

Il faut utiliser un milieu anhydre (destruction du magnésien en présence d’eau).

1.5.2.

On peut aussi proposer un mécanisme à 6 centres :

1.5.3. Le milieu acide permet d’éviter la précipitation de Mg(OH)2.

2 - Synthèse d’un modèle d’anthocyane : le chlorure de flavylium.

2.1. 2.1.2.

A’___  est un énol.
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2.1.2. Il s’agit d’une réaction de cétolisation (ou aldolisation), conduisant à la formation d e C__ :

2.1.3. On pourrait envisager la formation de     

(par cétolisation de l’acétophénone).

La fonction carbonyle de l’aldéhyde est plus réactive vis-à-vis d’une addition nucléophile
(effet inductif donneur de CH3 et encombrement stérique).

L’énol réagit préférentiellement sur l’aldéhyde.

2.2. D__

Mécanisme : on note Ar

Il s’agit d’un mécanisme de type E1, le carbocation étant stabilisé.
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2.3.

2.4. 2.4.1. Si le pH augmente, l’équilibre est déplacé dans le sens de production de H+.

2.4.2. a) Dans SA, X__ est la forme prépondérante, dans SB, il s’agit de G__.

b) X__ apparaît jaune clair : elle absorbe dans le violet.

c) Si le pH augmente, il y a disparition de la coloration jaune (disparition de X__, formation
de G__ qui n’est pas coloré).
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C.A.P.E.S.
(Concours Externe)

SECTION : PHYSIQUE ET ÉLECTRICITÉ APPLIQUÉE

Composition de Physique avec applications - Session : 1996

PREMIÈRE PARTIE

OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

I. Les lentilles minces.

I.1. I.1.1. Le foyer a son conjugué par rapport au système optique qui est rejeté à l’infini. Il exist e
deux sortes de foyers :

– le foyer objet est le point conjugué d’une image à l’infini,

– le foyer image est le point conjugué d’un objet à l’infini.

I.1.2. Une lentille mince est constituée de deux dioptres sphériques l’épaisseur de la lentille est
très petite devant R1 et R2 et devant leur différence.

I.1.3. La distance focale :

– pour une lentille mince f’ = OF’
____

,

– pour une lentille épaisse f’ = H’F’
____

 avec H’ le point principal image.

La vergence est l’inverse de la distance focale C = 1 ⁄ f’.

I.1.4.
– 

1
OA
___ + 

1
OA’
____ = 

1
OF’
____

γ = 
A’B’
_____

AB
___  = OA’

____

OA
___

I.2. I.2.1. Les conditions d’obtention d’une bonne image ou conditions de l’approximation de Gauss.
Les rayons issus de l’objet sont peu inclinés par rapport à l’axe optique et passent près du
centre optique.

I.2.2. La lentille est convergente car une lentille divergente donne toujours d’un objet réel une
image virtuelle tandis qu’une lentille convergente dans certaines conditions peut donner
d’un objet réel, une image réelle.
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I.2.3.
– 

1
OA
___ + 

1
OA’
____ = 

1
OF’
____  γ = 

A’B’
_____

AB
___  = OA’

____

OA
___

⇒ OA
___

 = – 120 cm

 ⇒ f’ = + 30 c C = 3,33 δ

La lentille est bien convergente puisque sa distance focale est positive.

I.3. I.3.1. I.3.1.a. Voir schéma.

I.3.1.b. L’écran doit être placé en S’ : OS’
____

 = + 60 cm.

I.3.1.c. L’image devient floue, car à un point objet ne correspond plus un point image
mais une tâche.
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I.3.2. I.3.2.a. Les positions et tailles sont identiques mais la luminosité est moindre car le
faisceau lumineux qui participe à la formation de l’image est moins étendu.

I.3.2.b. L’image devient floue mais moins rapidement, car la tâche sur l’écran correspon-
dant à chaque point objet est plus petite. On augmente la profondeur de champ.

I.3.2.c. Pour une meilleure netteté. On se rapproche des conditions de l’approximation
de Gauss.

I.3.3. La position et la taille de l’image seront toujours les mêmes seule diminue la luminosité .

I.4. Voir les schémas.
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II. Principe d’une lunette de Galilée.

II.1. II.1.1. L’image A’B’ se trouve au foyer image de la lentille L1 (définition du foyer image).

II.1.2. A’B’ doit se trouver au foyer objet de la lentille L2 (définition du foyer objet) F’1 est alors
confondu avec F2.

II.1.3. Cf. Schéma.

Le faisceau émergent est parallèle à l’axe optique comme le faisceau incident. Le système
ne possède pas de foyers, on le dit «afocal».
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II.1.4. Cf. Schéma.

II.1.5.
tan α = 

A’B’
_____

O1F’1

_____  tan α’ = 
A’B’
_____

O2F’2

_____

α et α’ sont petits.

G = 
α’

α
 = 

f’1

f2
 = – 

f’1

f’2
ce qui donne G > 0

Application Numérique : G = 10

II.2. II.2.1. L’image A’B’ de AB à travers L1 se trouve toujours dans le plan focal image de la lentille
L1.

O2A’
_____

 = O2O1

_____
 + O1A’

_____
 = O2O1

_____
 + O1F’1

_____
 = – 70 + 80

O2A’
_____

 = + 10 cm

Pour la lentille L2 A’B’ est un objet virtuel situé au-delà du foyer. On peut donc en déduire
la nature de l’image finale grâce au diagramme suivant.
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Position

– 
1

O2A’
_____ + 

1
O2A’’
_____ = 

1
O2F’’
_____ ⇒ O2A’’

_____
 = – 40 cm

L’image est bien virtuelle.

II.2.2. Voir le schéma.

II.2.3. tan α’ = 
A’’B’’
______

A’’F’2

______ ≈ α’  et  α ≈ 
A’B’
_____

f’1

___

Calculons A’’B’’
______

 :
A’’B’’
______

A’B’
_____  = 

O2A’’
_____

O2A’
_____

G’ = 
α’

α
 = 

O2A’’
_____

O2A’
_____  × 

f’1

A’’F2

_____ =

Application Numérique : G’ = + 6,66 G’ < G

II.2.4. La myopie peut être corrigée par ce réglage car l’image finale est rapprochée elle n’est
plus à l’infini.
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SECTION PHYSIQUE ET ÉLITTRICITÉ APPLIQUÉE 1.57 

DEUXIÈME PARTIE : QUELQUES OSCILLATEURS 

I/ Autour de l'oscillateur harmonique 
1" Le pendule élastique 
a) Lethéorème du centre d'inertie donne s + $ + 6 = m zC donne 
après projection sur 0x: T = m xl'. Or TX = -kx. D'où l'équation 

,,,!& + k.x = 0 
dt2 

(2) * 

La solution x = x 0 COS(~~+ q5) si ~JO= i convient et dépend de 2 
constantes arbitraires x et @; Les 0 c'est l'intégrale générale. 
conditions initiales donnent: x COS i$ = a et sin $ = 0. 0 
COS @ est donc positif d'où $ = 0 et x(t) = a COS wOt. 

2 a 
b) v(t) = -awOsin wOt + x + v  = 1. 

x2 x2.u2 0 00 
La trajectoire de P est une ellipse de centre 0 et d'axes les axes 
de coordonnées. 
c) i! = - ? (+ kx'). La conservation de l'énergie mécanique donne: 

1 E = T k x2+ i m va= constante + -= 0. dt En plus de v(t) = 0, on re- 
trouve l'équation (2). 
2O Autres oscillateurs: 

a) a) L'évolution du système est déterminée par les conditions 
initiales. Par un point P ne passe donc qu'une trajectoire: les 
trajectoires de l'espace d'es phases ne peuvent pas se couper. 

6) V(x) doit être assimilable à une parabole à concavité positi- 
dV 
dx x=x = ' ; 1 dV 

;1x X<X < ' ; 1 dV ve: - - dx 
1 

X>X' ' ; 
G-x 2 

> 0. 0 0 0 dXz 

bj L'allongement du ressort est AL = VGZ- e0 donc l'énergie 

Si J3e0, x=0 est la seule solution de g=O 
x=0 est une position d'équilibre stable. 

Si e<.! 0' x=0 est instable et ?vsont 
stables. 
On peut parler d'oscillateur harmonique au 
voisinage des positions d'équilibre stable. 

h%- 
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3O a) On ajoute la force de frottement visqueux d'où l'équation 
mx" + hx' + kx = 0 (3) 

La valeur critique de X est celle qui annule le discriminant: 

A =2 vfr. L'allure des courbes est donc: 

La viscosité du liquide fait qu'une partie du fluide est entraînée 
par la palette et la force F contient un terme inertie1 avec une " 
dérivée seconde par rapport au temps. 

b) Le cas A<0 correspond à un apport d'énergie extérieur. On 
observe la croissance d'oscillations: 

d&>. 
c) Si A>O, le retour à x=0 et v=O se fait avec ou sans passage par 
x=0 suivant la valeur de A par rapport à A . Si A<o, on s'écarte 

4O le pendule pesant: 
a) 6 étant la réaction de l'axe, le principe fondamental donne: 

M(6) + M(6) = Je" + Je" + mga sine = 0 (4). 
Si .3 est petit, sine = 8 et l'équation devient Je"+ mgae = 0 

qui est du type (1) si on pose w = J 
wa J . 0 

Dans le cas du pendule simple, J = me* et a = e. Le mouvement est 

sinusoïdal: pulsation propre w o = vqi-; période T = 2n 
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b) L'espace des phases est repéré par les coordonnées { er 0' }. 

Si le mouvement du pendule est périodique, les trajectoires dans 

l'espace de phase sont des courbes fermées. Cela se passe si le 

centre de gravité ne passe pas par-dessus l'axe c'est-à-dire si 

< 2 mga soit 8' < 8"c' 0 0 =2w0=2/~(ou2~) 

-2q 
38 

5O Etude expérimentale 

a) On peut imaginer des détections optiques (DOPPLER, CCD) OU 

ultrasonores qui ne perturbent pas le système. Un morceau de métal 

très conducteur comme Al ou CU dans une bobine de circuit 

oscillant est le siège de courants de FOUCAULT et les 

caractéristiques des oscillations sont modifiées. Un aimant 

accroché à un oscillateur permet de suivre celui-ci par 

magnétostriction d'une tige de nickel placée au voisinage de 

l'aimant (capteur de position) ou par induction électromagnétique 

dans une bobine (capteur de vitesse). 

b) Non: il faut x(O), v(O), s(0) et s'(0). L'espace des phases a 

pour dimension 4 et le plan des phases n'est qu'un sous espace 

obtenu par projection. Dans ces conditions, 2 trajectoires du plan 

{ x, x' } peuvent se couper. Des conditions mécaniques identiques 

peuvent conduire à des évolutions différentes. 
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II Oscillateurs paramétriques: 
1" pendule simple modifié: a) On se place dans le référentiel lié 

à A: il faut faire intervenir la force d'inertie F 
posante Fiz'= - rnz; = - mZRZ cas Rt. 

y  de seule com- 
Le principe fondamental ap- 

pliqué au point M donne : P + Fi+ 3 = rnz. Fi et '? étant verticales 
tout se passe comme si g est remplacé par g - Z0a2 COS Rt. 
L'équation du pendule devient: rne2S11 + me sine (g - Z R2 COS Qt). 
A l'approximation des petits angles, sin 8 = .S et on okient (5). 
b) Ces oscillateurs sont caractérisés par la modulation d'un des 
composants; On peut citer la balançoire mise en mouvement par le 
gosse sans aide extérieure et les oscillateurs à diode varicap. 
LaRésonance paramétrique 
p(t) = FD.v = KXowO.sin wOt.cos wOt.cos(Rt + 0) 

K X: w, 
4 sin[ (2w0+f2)t + # ] + sin[ (2w0-D)t - f$ ] . 1 

On moyenne sur T multiple commun à 2n/(2w0+Q) et 2n/(2w0-R), ce 
qui est possible dans la pratique. La moyenne est nulle sauf si 

2 2w0-R = 0 auquel cas la puissance moyenne vaut P = - w.sin +4 
3O Exaérience de MELDE modifiée 
Dans le premier cas, on a un phénomène d'ondeSstationnaires: les 
oscillations se font à la fréquence du vibreur: w = R. 
Dans le deuxième cas, le vibreur modifie à la' fréquence R les 
caratéristiques du système (la tension de la corde donc la céléri- 
té des ondes). Le vibreur ne fournit de puissance que si R = 2w : 
la corde vibre à la fréquence wO= 5. La longueur d'onde est multi- 
pliée par 2. 

III/ Oscillateur de VAN DER POL: 
l" montage à amplificateur opérationnel: 

R0 Si 1'AO est en régime linéaire, u = uA = ua= us + R,i = u .-. s Ro+Rl 
On en déduit u = - R0 i. 
Si 1'AO est en saturation haute, u = Viat + RI i = Vsat + R, i. 
Si 1'AO est en saturation basse, u = Vhat + RI i = -Vsat + R, i. 
La caractéristique du dipôle se compose donc de 3 portions de 
droite: 
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La pente de la partie centrale est -Ro = -100 R. 
Vz.%t 1 =R+R1= 3,53 mA. n 0 

du b) -RN = di i=. donc RN = R0 = 100 R. 

du [ 1 
[ 1 

TE H i=I 
= 0 =a -RN + 3k 1; = 0 + k = %.-. = 2.67 x 106 SI. 

31: 

L'allure de la cubique est tracée sur la figure précédente. 

c) Si q est la charge de l’armature reliée à la masse, i = 2 . 

La loi àIOHM s'écrit u = - 2 - r i - L g = - RN i + k i3. 

L 2 + (r- R,,) i + k i3 + z soit en dérivant par rapport au temps 

&-RN-~ 

dt" 
L [l - * i2] g + & = 0 (7) 

2" L'amplitude des oscillations: 

Il suffit d'identifier. 

Si cccl, le deuxième terme est un simple correctif et les oscilla- 

tions sont quasi-sinusoïdales. 

Si l'amplitude de x est très petite devant X o, le signe devant 2 

est négatif et il y a croissance des oscillations. 

Si l'amplitude de x est grande devant X , il arrive que le signe 

soit positif et les oscillations décroisgent. 
Dr1 peut donc espérer un accrochage sur une amplitude de l'ordre de 

x . Sl te1 est le cas. 1 
0 0 

-. y- = 1.58 mFI. 

N . B . : L’oscillateur de VAN DEH F’OL n’étant qu’un modéle grossier 

de phénoménes comple::es, il est difficile d’envisager des expéri- 

ences quantitatives probantes. Différentes méthodss d’estimation 

(yraphlques, premier harmonique) existent. Les simulations f-lLllll+- 

r1q,ucs donnent. pour une gamme étendue de valeurs de c, une amplr- 

tude de :: senstblement égale à ZX . Remarquons que la force de VAN 
0 

DM: F’OL eot tantot motrice. tantàt résistante. Calculons la valeur 

moyenne de sd puissance dans le ces où c est petit 1.e. 00 on peut 

supposer- :: approximativement sinusoïdal: z:(t) = a co3 w t. 

2 

.p(t): = a c a2 
0 

(k - L.- ) qui est nulle pour a = 2 X0. 

8 x0 

IV/ La détermination de l'amplitude des oscillations 

Seule l'équation .de VAN DER POL (8) n'est pas invariante par 

dilatation. Les équations linéaires permettent une oscillation 

d'amplitude à priori aussi grande que l'on veut. Ce n’est pas réa- 

liste et dans la pratique une non-linéarité intervient toujours. 

Seul, un modèle piloté par une équation non-linéaire a quelque 

chance de réalisme. 

161 
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C.A.P.E.S. 
(Concours Externe) 

~E~~~N:PHYSIQUEETÉI~~RI~ITÉAPPLIQ~ÉE 

Composition d’Électronique - Électrotechnique avec applications - Session : 1996 

PREMIER PROBLÈME 

ETUDE D’UNE ENCEINTE 
ASSERVIE 

Corrigé 

1.1. T, = 
j2LCo2 

I+j++j’LCo’ 

1.2.T,,=~ 0>,==&=1,88 104rad/s 

Tso : transmittance dans la bande passante 
m : coefficient d’amortissement 

00 : pulsation propre 

nature filtre passe-haut 

1.3. 0 + 0 : Zt, + 0 (court-crrcuit) v2 = v, 

Zc + 03 (circuit ouvert) 

Cd+m: ZL + 00 (circuit ouvert) v1 = 0 

Zc 3 0 (court-circuit) 
c’est un filtre passe-bas. 

1.4. 2 voies en parallèle : & = a_ + & 

avec Ze 

2 
= R + jLo + j*RLCw’ 

l+ jRCo 

et Ze = R +&a +j2RLCo2 donc 
3 jCw(R + JLO) 

1 + 2 jRCo + j2LCo2 fi= 
R(l+Jf +j2LCo~‘) 

= L/R donc x = l/R 

2.1.1. 

i,=is=vs/R 

v’c = vs + vbe, si vs > 0 

= vs + 0,6 V si vs > 0 

v’c = vs + vbe2 si vs < 0 
= vs -0,6 V si vs < 0 

vs,,’ vs2 
2 1.2. Pu=-=- 

R 2R 

Vccî, VCC ii 
Pf=Vccl,=-=-.-- 

7-t 7tR 

q=i- nvs 
4vcc 

2. I 3. Pu,,, = 81 W ; Pfm,=51,6W;q,.X= 
0,78 

2 1.4 le plus simple est de faire un bilan de 

puissance 
h A 

Pt, = (2Pf - Pu)/2 = y-g 

le maximum est obtenu en dérivant : 

dPI,=O pour \js=- 2vcc soit 

dVs x 

Pt 
VCC’ 

Ilni* =----=16,4W 
X2R 
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2.2.1. But : supprimer la distorsion de 
croisement 

2.2.2. 
vc = VS+Vb,-Vd, 
vc=vs+O,6-0,6 
ou 
vc=“?.+v~2+vd2 
VFVS-0,6+0,6 
soit : 
vc(t) = vs(t) 

ib,=is@=vs@R si vs>0 
ib, = 0 si vs < 0 
id, = l0 - ib, 

ie = id2 - id, 
ie=ib,-I,,+Ib2+I0 
ie = ib, + ib2 
ie = vs/PR 

> 
+ 

VS ie 
p 

Pd 

t 

vs 
2.2.3. 1, > E = 90mA 

2.2.4. Ze = DR = 400 R 
Ai = p = 50 

2.3.1. VRE) = Vo3 + Vw + V~E(T~) 
= LJO 

donc IE(T3) = IKE3 = 100 mA indépendant de 
vc 
p » 1 donc Ic(T3) = IE (T3) constant. 

2.3.2.Vcm,,,= VCC - U0 - Vce,.,(T3) 
= 35.2 V 

d’où Vs,,,= Vcm,, - V~E(T~) = 34.6 V 

2.3.3. P,, = 2 VCC I0 = 7,2 W 

2.3.4. Pu,,, = 34,62/2R = 74,8 W 
rlm.. PU”,, 74,8 

2Pfma, + P,, 99) + 7,2 ’ 
7 

3.1.1 HjOenPa/V K en V/Pa 

AH ,,jo 
3.1 3. CII < 0, H=- ; pente + 20 

01 
dB/décade 
passant par le point o = o, G = 14 dB 

0, < 01 < ~02 u = AH>,, ;G= l4dB 

Al-l ,@ 2 
0 > 012 !J = ~ 

JO ’ 
pente - 20 dB/décade 

passant par le pomt o = w: G = 14 dB 
Voir diagramme en annexe. 

H I 
3.1.4 -=--=p 

I+HK l +K 
r-r 

“(,+AH,(,+AgJ+~+~ soita=5et 
b = 6,4 

ajo AH,,jo 
31.5.0<<0, H’=-= -= H 

01 WI 
AH,,% _ o>>fJ)2 H’=-- 

jo 
H 
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les asymptotes sont donc confondues, 

3.1.6. 1-1 est maximum lorsque son 
dénominateur est minimum (numérateur 
constant) soit : 

$b’+(;-21 minimum ; le premier 

terme sous la racine est constant, le deuxième 
toujours positif est minimum lorsqu’il est nul 
soit pour o = &, ce qui donne : [Elrnax 
= ah = 0,78 soit Gmax = -2,l dB 

3.1.7. Le tracé découle des 2 questions 
précédentes : asymptotes obliques confondues 
avec celles de H et asymptote horizontale à 
-2.1 dB. 
(voir annexe) 
Intéret : augmentation de la bande passante. 

3.2.1. On acceptera : 
l le critère du revers dans le lieu de Nyquist 

(simplifié ou non : n’entoure pas le point - 
1 ou l’entoure un nombre pair de fois) 

l le critère dans le lieu de Black 
l le critère dans le lieu de Bode 
l ou lorsque Arg r= -180’ 111 < 1 (ou 20 

loglT/ < 0 dB) 

Marge de phase : A la pulsation où 111 = 1 (ou 
20loglTI = OdB) on détermine Arg r ; me = 
ArgE+ 180” 

3.2.2 Le système asservi est stable puisque 
Arg 1 ne dépasse pas -90”. 
Le diagramme de Bode de 1 étant le même 
que celui de & déjà tracé, on lit ZOlog(T/ = 
OdB pour f  = 1 kHz. 
On calcule alors Arg 1 = -74” soit une marge 
de phase égale à 106”. 

3.2.3.1. pm(t) = Ps(t-T) donne en complexes 
b = &evJo7 
II faut donc rajouter une transmittance 
5 = e-Jo7 

IKlI = 1 et Arg l& = -o’C avec T = 0,l ms 

3.2.3.2. Pour f  = I kHz Arg l$ = -36” ; la 
marge de phase est donc diminuée de 36” ; le 

système bouclé est encore suffisamment 
stable avec une marge de phase de 70’. 

3.2.3.3. Il faut chercher pour quelle fréquence 
Arg T= - 180” ; on est suffisamment loin de la 
pulsation oa pour considérer que Arg 1 = -90° 
sans l& ; on cherche donc la fréquence f  telle 
que Arg I& = -90” soit f  = 2,5 kHz ; le 
système sera instable si alors la> 1 soit 
A > f  / (H,,,f2) = 12,5. 
Le système en boucle fermée oscillera alors à 
cette fréquence f  = 25 kHz ; le haut-parleur 
émettra donc un silflement à cette fréquence 
(effet Larsen). 
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Document-réponse N-2 
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SECOND PROBLÈME 

Partie A 

Al 
Al 1 : point PI : T, = 720 N.m ; n = 2800 trhnin. 

A12:a)E=K~,E=470V;b)T,,=Tr=KI,,I,=450A; 
c) en négligeant Ri, UC1 = U,t = E, Ucl = U,cosa,, a1 4 30 degrés 

Al 3 : En l’absence de toute perte, P = T$, P = 2 11 kW. 

[A2 
A2 1 : le pont II fonctionne en redresseur, la machine fonctionne donc en moteur. 

3 

A22 : U, = -V+os a2 < 0 : le sens de rotation est négatif 
E = -Uocos a2, E x -468 V, n = -2790 trhnin. 

A23 : T, = KI, avec 1, = -450 A ; point P2 : T, = -720 N.m ; n = -2790 trhnin. 

IA3 1 
A31 : TM est entraînant. Par conséquent, à vitesse constante T,, est résistant : la machine 
fonctionne donc en génératrice dans le sens négatif de rotation. Le pont 1 fonctionne alors en 
onduleur. 

A32 : E = KR, E = U, = -270 V ; 1, = Te,, /K = 450 A ; E = ucl = U,cos a1 , ut 4 120 
degrés. 

A33 : cf. document-réponse no2 

IA4 J 
A41 : la tension u,, est sucessivement égale à ~13, 1~23, u21, 1~11, ~132, ~12, : cf. document- 
réponse n03. 
Puisque l’on néglige l’ondulation de i, i = 1, = Cte. On a donc : 
-deOàn/3,u,l =u13,iL1 =I,; 
- de x/3 à 2x/3, ucl = ~23 , iL1 = 0 ; 
- de 2x/3 à x, u,l = ~121 , iL, = -1, ; 
-denà4&3,u,l =I+I ,iL, =-1,; 
- de 4x13 à 5x13, u,l = ~32, iL1 = 0 ; 
- de 5x/3 à 2x, IJ,~ = 1~12, iL1 = 1, ; 
D’où I’allure de il ,, sur le document-réponse n”3. 

J 2 
A42:I,,=I, ?. 
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A43 : fn = P/S ; en négligeant l’ondulation de i. P= UJ, 

P = U&~S a = 3ufi - I,cos a 
* 

s = -r,, = UJZI, 
J5 

fp = Acos a 
x 

A44 : fn3n = 0,83 : f& = 0,48 ; fnw = 0 

A45 : S = 254 kvar. 

l Partie B 

Bl 

Bll :u=Le+E 
dt 

J 

-$ =&[Ufi]cos 8 - E 

- 

uJ2 sino -E iCte B12 : i (Cl) = - 
LW Lw ’ 

Cte = i (0) =In ; 

i(e)= uJz -smB-& tI0 
Lw 

Bl3 : E 9 470 V ; i (0) décroît et i(Ot) = 4,3 A : i s’annule donc au voisinage de et = 133 
degrés. 

Bl4:a)iestmaximalpour8~34degrés,i~Js458A;i60-433A;igo-325A;itz,= 
120 A ; d’où l’allure de i entre 0 et 2n rad sur le document-réponse n04. 

b) à 8 = 0, THt et T’B3 conduisent, ucl = u13. L’amorçage de THE n’interviendra que 
pour t3 = 150 degrés puisque a est devenu égal à 120 degrés pendant la conduction de TBt et 
T’HJ. Par conséquent : 

- de 0 a 133 degrés : i>O, TBt et T’H) conduisent, u,l = ut3. 
- au-delà de 133 degrés : i = 0, aucun thyristor n’est conducteur, uct = E 
- cf. le document- réponse n”4. 

Bl5 : a) pour a1 t = 120 degrés, la tension instantanée uct ne peut jamais être positive quelles 
que soient les conditions de conduction. Le fonctionnement en redresseur en conduction 
interrompue ne risque donc pas de survenir (ce que confirme la lecture de l’abaque). 

b) pour ut t = Il0 degrés, le fonctionnement en redresseur en conduction interrompue 
est possible (ce que confirme la lecture de l’abaque). Des lors, lorsque par ralentissement E 
est devenue suffisamment faible, le pont 1 se réamorce en redresseur. On perd alors le 
bénéfice de la phase d’extinction de i et l’on ne peut amorcer le pont II. 
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IB2 
B21 : a) puisque l’on néglige l’ondulation de uc2, le dipole AB est soumis a une tension 
continue constante U = - UC2 = -Uncos a?. Le courant i est donc modélisable par un courant 
d’intensité constante 1,. D’ou le schéma : 

A 

b) uC2 = UC2 = Uocos a2 < 0 (fonctionnement en onduleur). 
c) comme E = KQ l’écriture de la loi d’ohm donne : KQ = - RI, - Uncos a2 

Tf + Tr B22:J~=LM’=-Tf-T,;~=-Tf-T,;~=-~ 
J 

B23 a) n = R (0) - (F ) t ; avec C2 (0) = Cl1 on obtient : R = nt - (y) t ; 

b) t = 2,2 s 

B24 : T,, = KI, = - Tr (T,, = -300 N.m) 

Uocos a2 = :Tf - KR 

cas a2 = k(iTf- KR) 
0 

B25:pourR=RI,a2= lSOdegrésetU,2z.-465V; 
pour 0 = 5.10%2,, a2 5 91,s degrés et UC2 9 - 14 V ; 

B26 : la situation de freinage impose.que E = KO soit supérieur à /UC2 1. A la limite, UC- = 0, 
R R 

a2 = x/2, Knti, = ET’, Rti, = FTf, nti, a 2,34 rad/s, ntu,, z 22 tr/min 

[B3 1 
B3 

4 Te, = T, = 720 N.m > 0, par conséquent 1, >o : le pont 1 alimente la machine. 
b) à l’arrêt, U, = RI, : U, = 9 V et at = 89 degrés. 



170 SECTION PHYSIQUE ET ÉLECTRICITÉ APPLIQUÉE 

Partie C 

Cl 
C 1 : la définition de la tension d’ondulation u, conduit à : 

3uJz 
u, = UJZ COS 8 - U@OS a ; u, = - 

* 

u, = u, (;COS e - COS a ). 

Ic2 
C2 : en conduction ininterrompue, 

- pour a 2 30 degrés, on a : 
* 

~M=U”(- -cosa);u,, 
3 

= U. [~COS (a +a) - cosa] ; 

on a donc : uaM -uam -r 
2u, -6 

- pour 30°< a 5 90°, on a : 

U.Xl -%m -= on a donc : ~ 
2UC -ztana 

a 1 10” 1 30’ ] 60” 1 80” 
ondulation relative 1 0,12 1 0,30 1 0,91 1 3,0 

C3.u=Lg+E 

comme u = U, + un et i = 1, + i, 

u +u =L%+E c a dt 
avec E = U, et 0 = wt, on obtient 

u -Lw-” a- dB 
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[ c4 1 

c41 : $-J = 2 =$(fcosB -cosa) 

4 =2(fsin0 -0cosa +Cte) 

sur I’intervalle [-i +(Y ; f  +a], ya =0 , 

on a donc : 

0 = -& Ib(nsin0 -~COS~ +Cte)dB 
3 

a-f 

donc : 
Cte = a cas a - sin a 

uo * . i, =- 
[ -sIne +(a -~)COS(~ sina 

Lw 3 1 
C42 : i(0) = 1, + i,(O), 

i(0) = 434 A. 

C51 : i,=iaM lorsque ua = 0 (relation C3); par conséquent : fcos 8~ -cosa = 0 et 

3 
COS BM = -COS a 

a- 

a 1 10° 1 30” 1 60’ 1 80’ 
0M 1 2o” 1 34’ 1 61’ 1 80” 

C52 : i,\, = i,(&) 
par conséquent : 

uo *. 
laM =- 

L 
-sln8M 

Lw 3 
+(a -0M)cosa sina 1 

[C6 1 

C6 : ia, = i,[-f +a], d’où : i,, = -- ‘O sin Q l-“J5 
Lw [ 1 6 

fc7 I 
Lb4 -L,, _ uo C7;&, =--- 

2 [ 
?sinBM 

2Lw 3 
+(a -0~)cosa +*sina 1 

a 1 10” 30° 60” I 80’ 
Ai, 1 5,O A 1 12A 1 21A 1 24A 
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1 C8 

C81 : i = i, + 1, ; lorsque i est nul, i, = i,, et 1, = Ick, On a donc : Ick = - i,, 

C82 : 

l I& a 1 1 5,6 10" A 1 1 16A 30’ 1 1 28A 60” 1 1 32A SO0 

rcs 

C9l : avec L = 0,22mH, on obtient : 

a 1 10" 1 30” 1 45” 1 60” 1 80” 
I& 1 126A 1 364A 1 515A 1 630A 1 717A 

C92 : En l’absence de bobine de lissage le fonctionnement en conduction interrompue est 
atteint même pour de fortes valeurs de 1, et de faibles valeurs de a. Pour a > 45 degrés, 
l’intensité critique est supérieure à l’intensité nominale de la machine. Par conséquent, dans un 
large domaine de fonctionnement, le courant dans l’induit est trés fortement ondulé à la 
fréquence de 300 Hz. Il en résulte une augmentation des pertes par effet Joule et en 
particulier un suréchauffement du collecteur dont la durée de vie peut être ainsi 
considérablement diminuée dans le cas d’une machine de forte puissance. 

De plus les caractéristiques tension-courant du convertisseur triphasé ne sont pas 
linéaires dans la zone de conduction interrompue (cf. l’abaque, figure 2) ce qui peut 
contribuer à dégrader les performances d’une boucle d’asservissement de vitesse ou de 
couple. 

La bobine de lissage est donc ici nécessaire. Toutefois son inductance ne doit pas être 
trop élevée afin de ne pas trop augmenter la constante de temps du motovariateur. 
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b n(tr/min) 

2800 ----yp, 
1 

I I 

t I 

0 200 7LO T(NIl1) 
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Doculllcnt-rCuonsc 11’2 

‘1 12 t ‘1 13 ‘l 23 ‘l 21 lL 31 ” 32 ‘l 12 ” 13 ” 23 
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Docu~~lcn~-rfoo~l:;c no3 

13 ‘1 23 ” 21 l’ 31 ” 32 Ii 12 li 13 l1 23 



176 SECTION PHYSIQUE ET ÉLECTRICITÉ APPLIQUÉE 

Uoculncrl~-rCoonsc il”4 . --- 

‘1 cl 
l1 12 t ‘l 13 ” 23 l’ 21 ‘1 31 l’ 32 ” 12 ‘1 13 ‘l 23 

” 21 1’ 31 ” 32 ” 12 ” 17 ” 23 ” 21 ‘1 31 ” 32 
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C.A.P.E.S. 
(Concours Interne) 

SECTIONS : PHYSIQUE ET CHIMIE 
PHwIQu3 ET ÉLECTRICITÉ APPLIQUÉE 

Composition de Physique - Session : 1996 

I.- Divers mouvements de moiectiles 

1.1) Un référentiel galiléen est un référentiel dans Icqucl le principe fondamental de la dynamique 
est vérifié. 

du 
1.2) mg =m- 

dt 

1.3) La projection dc la relation précédente sur les 3 axes donnent immédiatement : 

n? = 0. mÿ = 0. rnZ = -mg 

En tenant compte des conditions initiales :Z(O) = v0cosa. G(O) = 0 et i(O) = vosinn d’une part 
et de z(O) = 0. y(O) = 0 et r(O) = 0 d’autre part, il vient i(t) = 2r0 COS R, y = 0 et i = -gt + u. sin ci 
d’où: 

1.4) En remarquant que t = 1. 
“0 c-05 n 

on obticnti i=P~g&+rtann 1 la trajectoire est donc 

un arc de parabole contenu dans le plan .zOz. 

1 
1.5) En remarquant que - 

COS?û 
= I+ tan’,, on obtient une équation du second degré en tanrr. z,. 3, 

1 z: 
et ZIO étant fixés. z1 = -sg7 (1 + tan’o) + 1, tanoi. Léquation du second dcgr6 s’écrit alors : 

” 

Cette équation (en tann) admet une ou deux solutions réelles si son discriminant est positif ou 

nul, d’où la condition demandée : A = zy - ~ ‘a’(, f$) z + - 2 0 ou encore zg ) !Lz:+$~Le 

point MI doit être à l’intérieur d’une parabole (définie par ,zl = 2 - 3 (parabole de sûreté)) 

L 

cette parabole admet 15 comme axe et son sommet est donné par z, = 2. Cette parabole es 
29 

l’enveloppe de toutes les trajectoires. 
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11.1) La force -XU représente la résistance de l’air aux faihlcs vitesses. ccttc force est due 
cssenticllcmcnt a la viscositf de l’air. c’est-a-dire au frottcmcnt dc l’air sur les parois lateralcs du 

corps en mouvement. X dépend donc pour I’csscnticl de la forme du corps. A partir d’environ 
lm/s cette force dcvicnt proportionncllc au carre dc la vitesse. 

-9 <Il~ 

11.2) 
m- xv = m- 

dt 

11.3) En tenant compte des conditions initiales z(f)) = II ct z(O) = 0. on obtient pour la vitcssc 

$+” + I’integration est 
rn 

u = -9 (en projetant sur I’axc c’i ct en posant ï’ = rar,.. , 

di 
immédiate en tenant compte des conditions initiales r’(t) = ;l; = -y [l-+)]. 

rngt ,,,’ 
en intégrant une nouvelle fois on obtient 2. z = -X - 7 exp 

X- 
+ Cste. d’où 

11.4) En reprenant l’expression de z’(t) obtcnuc dans la question prfcédcntc ct en faisant t - x, on 

obtient la vitesse limite -1 

11.5) Ce résultat aurait pu être obtenu directement en remarquant que le solide soumis à deux forces 

son poids rn; et la force de frottement -Ay. au fur et a mesure que le corps accroît sa vitesse. 
la force de frottement augmente et finir par être exactcmcnt opposée au poids du corps, le solide 

devient un système pseudo-isolé. la vitesse limite est attcintc on a alors rn, - Arc = 0, d’où 

-- 
11.6) Pour les forces de frottement la puissance est donncc par P, = -XT,,,,,, .v,,,,, d’où 

Pour le poids on P2 = rns~c = (-rng~).(-~u. , 
- i,,=+q 

On a évidemment P, + P2 = 0 (conservation de I’encrgic). 

11.7) Le résultat était prévisible. car dans le champ de pesanteur on tient compte de la rotation de 
la Terre (force d’entrainement) le référentiel tcrrestrc n’étant pas galiléen. Il faut aussi tenir 

compte de la force de coriolis f? = -2nrR A 7. ici avec T  = -r,c. on obtient avec c orienté 

vers le Nord et UT orienté vers l’Ouest f? = -f,~,, , - la trajectoire est donc déviée vers l’Est 
(peu importe que l’on soit dans l’hémisphère Nord ou St~d). 
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II.- Aberrations chromatiaues d’une lentille 

1) Un système centré (système optique de révolution autour d’un axe) est utilisé dans les conditions 
de Gauss lorsque les deux conditions sont satisfaites : 

a) Les rayons lumineux font un petit angle avec l’axe de révolution du système (rayons paraxiaux). 

b) Les rayons lumineux sont proches de l’axe (c’est-à-dire que ces rayons rencontrent les dioptres 
ou les miroirs au voisinage de leur sommet). 

2) Voir le schéma ci-joint pour une lentille convergente et une lentille divergente. 

3)a) On écrit directement - logf = log(n - 1) + log et on fait un calcul variationnel. on 

trouve ainsi le résultat demandé 

3)b) fi est positif pour une lentille convergente. donc fn est négatif pour une lentille 

divergente, donc [yzq 

4)a) Pour une lentille convergente Af est négatif. les rayons ‘bleus >>Viennent converger avant 
le plan focal C( rouge 8,. on obtient donc dans cc plan une tâche de diamètre d égale à 

d D DAn 
tan(-) = -~ ZZZ - zz ~ 

2Af 2fB 7lfl L’application numérique donne [l, 

I  I  

4)b) II faudrait choisir D et j dans le rapport 1 pour avoir une aberration chromatique visible. 
toutefois on risque alors de masquer le~phénomene par l’aberration de sphéricité (on ne respecte 
pas parfaitement les conditions de Gauss). II est évidemment préférable d’avoir le An le plus 
grand possible donc une lentille en flint. 

5)a) Les lentilles étant accolées la réponse est immédiate : 
If-$+fi 

-AF 
5)b) On obtient par un calcul variationnel 7 = 2 

Fii 

-Af+~,d.oYIAF=F~[~+~] 
fn 

1 

5)~) Si on veut supprimer l’aberration chromatique, on doit avoir AF = 0. donc choisir $ + 5 = 0, 

Af étant négatif, on doit donc avoir Aj’ positif. On doit donc utiliser une lentille dive?gente. 

fapplication numérique donne 
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III.- Équilibre thermiaue d’un mammifère 

1) Le vecteur densité de courant de chaleur est orient% des tempEratures chaudes vers les 
températures froides, donc orientk dans Ic sens des températures décroissantes (d’où le signe -). 
C’est une conséquence du deuxième principe de la Thermodynamique. 

2) 

3) 

4) 

5) 

0 est un centre de symétrie pour ce problème. le J T  doit refirkr cette symétrie (principe de 

Curie) donc11 

Toute rotation d’angle 0 et d’angle q laisse la distribution de température inchangée donc 7 ne 
r 1 

dépend que de r. 1 j- =j(T)c 1 

le volume d’une sphère de centre R étant $nR s, la quantité de chaleur dégagée par seconde par 

l’animal est donc :Q = %nR3P. 

En régime permanent, la température (qui dépend de 1.) est indépcndantc du temps. la chaleur 

dégagée par l’animal en 1 seconde est égale au flux du vecteur J à travers la sphère de rayon 

R (chaleur evacuée par la peau) pendant l’unité de temps. comme j ne depend que de T‘ = R. 

ce flux est égal (surface fermée donc normale orientée vers I’extéricure uy) ~TR?I(R) = t=R”P 

,fo,j: m 

6) On choisit une coquille sphérique (volume compris entre la sphEre de rayon r > R et de rayon 

r + clr, on calcule le flux de j à travers cette surface fermée, et en régime permanent ce flux 
est nul donc j(r + &)&r(r + dl)’ - j(r)4a? = 0 (la normale sur la face interne de la coquille 

sphérique est -UT, on peut écrire d(4Xi:j(ri) = 0, cc qui entraîne -4ar.‘3(1.)= où A est 

une constante. Connaissant j(R) cette constante est parfaitement déterminée 4aR’Pf = A. 

7) L équation différentielle est obtenue à partir de la loi de Fourier j = j(r)? = -kg;, 

-1 

8) En intégrant on obtient T(r) = p& + Cste, la constante se calcule en notant que T  = Ta 

lorsque r - oa, T  = G& + TO. en remplaçant A par sa valeur, il vient : 

9) /Tc=g+Tol 
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10) Voir les deux courba ci-jointes. On obtient un arc dc parabole et un arc dDhyperbole. 

11) Pour l’air, on trouve 
lp=23(10W.nrJ] et po”r ,‘c;L” [ P = 240.10” W.m-3 1 

12) Il faut que P soit le plus petit possible (apport quotidien par la nourriture), il faut donc que R 
soit le plus grand possible dans l’eau, vu les pertes importantes, les mammifères sont des animaux 
à sang chaud qui doivent mnintcnir I;L tempiraturc interne dc leur corps à un niveau élevé. II 
n’existe pas de petits mammifères marins. (Balcinc. Cachalot etc...) 
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IV- Étude d’une diode tunnel 
1.1) 

Partie OM :Ial=1O?R’/ 

Partic MQ : 
a2 = -4.10-” R-‘, I>? = 1,4.10-” A 

Partie QN : 
a3 = 14.10-” n-l, h3 = -4.10-” A 

1.2) C’est un dipôle passif car sa caractéristique passe par l’origine. 

1.3) Générateur de Thévenin pour la partie QN u = u0 + ri. (générateur en opposition , dans la 

convention récepteur) d’où 71 ct IXI. 

E 
L4)a) Aux bornes de la diode on a u = E - Ri. I’cquation dc la droite dc charge est z = R - i. 

l’intersection de cette droite avec la caractéristique dc la diode tunnel donne le point de 
fonctionnement. 

1.4)b) Notons par -& la pente du segment de droite MQ. si la pente de la droite de charge id est -k 

est inférieure à -L, il n’ y a qu’un point d’intersection possible. dans le cas contraire il peut 
RL 

éventuellement y en avoir 3 (voire une infinité en cas d’égalité), d’où la condition R > RL pour 

obtenir 3 points possibles avec pGGK1 Ccttc condition n’est pas suffisante car pour des 
valeurs trop élevées ou trop faibles de E, il n’y a qu’un seul point d’intersection soit dans la partie 
QN ou OM, il suffit donc de couper la droite MQ on a II = 0.35 - 25Oi donc E - Ri = 0,35 - 25Oi 
on prend les deux valeurs limites pour i. soit pour i = 10-‘A. on obtient E, pour i = 2.10-‘A 

on obtient & SOit -1 et j]. Les deux résultats étant exprimés 
en Volt. 

11.1) En régime permanent la droite de charge se rfduit à II = 0.2V. d’où le point dc fonctionnement 

ug = 0.2 V. ic = 0.6 mA 

On peut retrouver ce résultat en utilisant la relation de la question 1.1. avec u = 0.X - 2502 il 
vient 0,2 = 0.35 - 25Oi, on retrouve i0 = 0.6 m.4. 

11.2) On obtient e = L$ + u avec i = a,,~ + b,, on a 

11.3) La tension aux bornes de la diode devient égal à u = e - Lg, comme Ai > 0. cela entraïne 

AU < 0 on s’éloigne ainsi du point de fonctionnement le système devient instable. 

11.4) Arrivé en M. la continuité du courant impsée par la self hit que le point de fonctionnement 
bascule en B sur la partie NQ, u étant plus éleve que e le système décrit la partie BQ. puis il 
bascule en A sur la partie OM, le point de fonctionnement décrit le cycle AMBQ sans passer 
par le point de fonctionnement initial. 

11.5) Léquation différentielle s’écrit La,,: + u = 0.2, pour la partie AM on a lO-‘g + u = 0.2 dont 

la solution générale est n(t) = Aexp(-&) + 0.2, X se détermine par les conditions initiales 

u(O) = 0,02 donc X = -O,lSV, d’où u(t) = 0,2 - 0.18exp -& , 
( > 

le système bascule à t = ti 

lorsque à = 0,l = 0,2 - 0,18exp(-t1/10-4). on trouve ti = 5,88.10-“s. 
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Pour Ii( partie NB, l’équation devient 1.4.10”$ + u = 0,2, on a IL(~) = Xexp (-gg +0,2. 

les conditions initiales sont maintenant IL(~,) = O,357V, d’où u(t) = 0,157exp (-&$&). on 

obtient la période à l’instant T  ou la diode bascule dc Q à A. soit 0,157exp (-&g) =O,l. 

on trouve T  - t, = 6,33.10e5 s, dDoù 

u(t) est représentée ci-dessous. 

A&) 
V 

t 
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V.- Article de la revue (1 Pour la Science )) 

1) Les 4 «forces )) ou interactions fondamentales sont : l’interaction électromagnétique, l’interaction 
gravitationnelle, l’interaction forte et I’intcraction faible. 

2) Les forces de frottements solides sont ducs à l’interaction électromagnétique. 

3) Une théorie rend compte de manière synthétique des phénomènes et des faits expérimentaux, 
en proposant un modèle. L’unification de deux théories consiste à choisir un modèle (plus 
général) pour expliquer et interpréter la totalité des faits. On peut choisir plusieurs exemples, la 
chaleur (calorimétrie) est devenue une forme d’énergie, les ondes lumineuses (optique) sont des 
ondes électromagnétiques. Le texte fait allusion à une théorie appelée : théorie de la grande 
unification. 

4) La dimension du noyau atomique est de l’ordre du femtomètre (lO-” m). 

5) On calcule facilement 9.10’ 
(l,6.10-‘qz 

(10-“)* 
. on trouve : E!F 

6) Linteraction forte. 

7) Linteraction forte a une courte portée ce qui limite la taille des noyaux. 

8) Un électron-volt est une unité d’énergie. c’est l’énergie cinétique acquise (en mécanique 
newtonienne) en accélérant une particule chargée ayant la charge élémentaire sous une différence 

de potentiel de 1 Volt. IleV=1.G.1OL”Jj 

9) Le proton a une masse de 938MeV. il faut donc dcterminer sa vitesse dans le cadre de 

la mécanique relativiste. E = ymc* avec 3 = p, d’où pzzi-1 ou encore 

I-- 
c? 

j/- 

10) Un plasma est un Etat dilue de la maticre. contenant des particules churgécs et globalement 
neutre. 

12) Le champ pour ioniscr l’air (sec) est appelé champ disruptif ct il est Cgal à 
pzGy 
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SECTION : PHYSIQUE ET CHIMIE 

CompositiondeChimie - Session : 1996 

PROPRIETES ACIDO-BASIQUES DU PHÉNOL ET DE SES DÉRIVES 

1. Formules. 

1.1 Un phénol comporte le goupe -OH lié à un atome de carbone d'un 
cycle aromatique.Un alcool comporte le groupe -OH lié à un atome de 
carbone saturé. 
1.2 Les différentes formules demandées sont les suivantes: 

A phénol 

B 2-nitrophénol 

C 3-nitrophénol 

D 4-nitrophénol 

E 2,4,6-trinitrophénol 

2. Propriétés acides des solutions aqueuses. 
2.1 Définitions. 
2.1.1Un acide est une espèce capable de céder unionH+.Une base est 
une espèce capable de capter un ion H +.Les partenaires d'un couple 
acide-basique se correspondent par échange d'un ion H+. 
2.1.2 Couple PhOH/PhO-.L'acide est PhOH;la base est PhO-. 

2.2 Dissociation en solution aqueuse. 
2.2.1 La réaction prépondérante (RP en abrégé) est la réaction entre 
l'acide introduit le plus fort (AH) et la base introduite la plus 
forte (H20). 

AH + H,O = A- + HjO+ 
Désignons les concentrations à l'équilibre entre crochets et posons 

[H30+]=h.Puisque pK,=-lgw,l'acide est d'autant plus dissocié 
que PG est plus petit.Le classement par acidité croissante est 
donc: 

AcC<D-=E 

2.2.2 Par rapport au phénol,l'acide picrique comporte 3 groupes 
NO,. 
L'effet inductif -1 de N02,augmente la polarisation de la liaisonOH 
ce qui accroit la facilité de sa rupture. 
L'effet mésomére -M de NO, stabilise la base conjuguée. 
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2.2.3 La RP s'écrit: 
PhOH + H,O = PhO- + H,O+ 

EI C ext. 0 0 
EF c( l-a) exc ca ca 

2 K&g)- Co2+K,o-K,=O a=lO-4 

Pour l'acide picrique,un calcul analogue donne: a'=0.94 
11 est donc beaucoup plus dissocié que le phénol. 

3. pH de solutions contenant de l'acide picrique. 

3.1 Mode opératoire. 
3.1.2 La chaine de mesure d'un pH-métre comporte:une électrode de 
verre et une électrode de référence (qui peuvent être combinées) et 
un voltmétre à grande résistance d'entrée. 
3.1.3 La relation entre le pH et la tension Umesurée entre les deux 
électrodes est du type: 

Il faut donc étalonner l'appareilàl'aide de solutions tampons depH 
connus, pour fixer la valeur de A et B. 
Il faut aussi repérer la température de la solution et en tenir 
compte lors de l'étalonnage. 
3.1.4 La concentration C, en acide introduit est: 

m l-i C*=m C,=0,013mol.L-1 

3.1.5 Lorsqu'on met en présence l'acide picrique AH et les ions OH- 
apportés par la soude la RP est: 

AH + OH- = A- + H,O 

L'équivalence correspond à. Vs,=lOmL 

La demi-équivalence correspond donc à: Va'=5mL 
3.2 Calculs de pH. 
3.2.1 Pour la solution de départ,le bilan de la RP est: 

AH + H,O = A- + H30+ 
El CA exc 0 0 
EF CA-x exc X X 

Le bilan de cette RP est: x=h 
En remplaçant dans l'expression de K,,on obtient: 

h2 
K,=CA-h h=0,058mol.L-1 pH=1,23 

En milieu acide,la concentration en ions OH- qui provient de la 
dissociation de l'eau (RPS) est négligeable [OH-]-l,7 10-13M. 

3.2.2 Pour Vs=5mL,le volume de soude introduit est celui de la demi- 
équivalence.Une telle solution peut donc être préparée en 
mélangeant des quantités de matière égales à nA/2 d'acide AH et de 
base A- dans un volume VA+V,.La concentration de chaque espèce 
est: 

donc: cAvA 

C1=2(VA+VB) Cl=0,027mol.L-1 
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La RP est: AH + A- = A- + AH 
Cette réaction ne modifie pas les concentrations.On aurait 
donc,dans le cadre de cette approximation: 

[AH]=[A-]=CI 
D'ou: PH=PK, 
Ce qui est impossible puisqu'on obtiendrait alors un pH plus bas que 
celui de départ en ajoutant de la soude dans la solution! 

On a vu précédemment que 
importante dans l'eau.11 

l'acide étudie se dissocie de façon 
faut tenir compte d'une réaction 

secondaire RPS entre l'acide et l'eau.Le bilan de cette réaction 
est: 

AH + H,O = A- + HaO+ 
EI c, exc Cl 0 
EF cl-x exc c1+x X 

D'où: x=h [AH] q-h [A-]=C,+h 
En remplaçant dans l'expression de K,,on obtient: 

h2+(K,+Cl)h-K,CI=O h=0,02mol.L-1 pH=1,7 

On remarque que le pH est supérieur à la valeur du pK,. 

4. Etude spectrophotométrique. 

4.2 Influence de la longueur d'onde. 
4.2.1 kM(AH)=2SOnm AH absorbe donc dans l'W.Les solutions 
correspondantes sont incolores. 

k,(A-)=400IUl A- absorbe le violet.Les solutions 
correspondantes possèdent la couleur complémentaire et sont donc 
jaunes. 
4.2.2 AH et A- sont partenaires d'un même couple acide-basique.Ce 
systéme peut servir d'indicateur coloré. 

4.2.3 Selon la loi de Beer-Lambert et l'hypothèse 
d'additivité,l'absorbance d'un mélange de AH et de A- aura pour 
expression: 

Cette expression n'est indépendante de [A-] que si pour la longueur 
d'onde A1,EA-(li)=EAH(Ai).Les espèces AH et A- ont alors le même 
coefficient d'extinctionmolaire pour la longueur d'onde Ai.Le point 
correspondant est appelé point isobestique. 

4.3 Détermination expérimentale du pK, du couple AH/A-. 
4.3.1 Dans un mélange de AH et de A- tel que: 

[AH]+[A-]=c, 
On aura (AH]=~, si [A-]=O.Cette situation se produit si pH<cpKa. 

En examinant les valeurs du tableau,on en déduit: A(m)=1 > 80 

4.3.3 De même [A-IX, si [AH]=O.En examinant les valeurs du tableau, 
on en déduit: Aw)=O. 055 
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4.3.4 Dans une solution ou coexistent AH et A- l'absorbante a pour 
expression: 

A=&,,<A,~[AH]+E,-(A,l[A-] 
Soit: A=EAH(A)lc,(l-a)+EAH(~)lc~a 

A=A(m)(l-a)+A(A-,a 

A-A(m) 
D’où: ~=AIA-)-A(AH) 

On en déduit a pour les valeurs proposées du pH: 

pH 3.0 4.0 6.0 7.0 7.6 8.0 9.0 10.0 
a 0 0 0,086 0.45 0,72 0.04 1 1 

4.3.5 Les concentrations en AH et A- sont liées par la 
relation: 

pH=pK +lg&+ a 

Soit: 

En traçant pH en fonction de lg&,pour Cl#0 et a+l,on obtient une 
droite dont l'ordonnée à l'origine vaut pK,. 

PH 6.0 7.0 7.6 8.0 

&ï -1,026 -0,087 0,41 0.72 

Graphiquement, /f& 1) on obtient: pK,=7,15 
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;Structure : 1~22~22~4. 

1. Structure de la molécule. 

1.1 Pour H Z=l;structure:lsl.Pour 0 Z=8 
-- 

1.2 Formule de Lewis: H-g-9-H. 
1.3 Chaque atome d'oxygéne est entouré de deux atomes symbolisés 
par X et deux doublets symbolisés par E.11 s'agit d'une forme 
AX2E2.Les paires électroniques forment un arrangement tétraédrique 
autour de l'oxygéne.L'angle est inférieur a 109" à cause de la 
répulsion entre les paires non liantes qui est plus importante 
qu'entre les paires liantes. 

Notons que la molécule n'est pas plane.Ceci n'htait pas demandé dans 
l'énoncé. 

1.4 La molécule comporte des atomes d'hydrogène liés à un atome 
d'oxygène très électronégatif.11 y  a formation de liaisons H avec 
l'eau d'où une grande miscibilité entre les deux composés. 

2. Stabilité des solutions d'eau oxygénée. 

2.1 L'équation-bilan (1) traduisant la décomposition de H202 
s'écrit: (1) 2H202 = 2H,O + 0, 
L'eau oxygénée se comporte à la fois comme un oxydant (a) et comme un 
réducteur (b). 

(a) H,O, + 2H + + 2e- = 2H,O 

(b) H,O, = 0, + 2H+ + 2e- 

La constante d'équilibre K, de la réaction est: 

-1 K,=3,6 1036 

A l'équilibre,la décomposition de H202 est donc quasi-totale.Les 
solutions d'eau oxygénée sont thermodynamiquement instables. 

2.2 On peut cependant conserver une solution d'eau oxygénée car la 
vitesse de décomposition est faible à condition de ne pas introduire 
dans le flacon d'impuretés qui catalysent la décomposition (ions 
métalliques notamment).De plus la plupart des solutions 
commerciales contiennent des stabilisants.11 est également prudent 
d'utiliser des flacons dont les bouchons sont munis d'une valve 
spéciale permettant le dégagement de gaz éventuel. 

3. Dosage d'une solution aqueuse d'eau oxygénée. 

3.1 Protocole opératoire. 
3.1.2 Mesure de VA=lOmL à l'aide d'une pipette jaugée.Mesure de 
VT=500mL à l'aide d'une fiole jaugée. 
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3.1.3 L'équivalence peut être détectée par le changement de couleur 
de la solution.Les solutions de I2 sont de couleur brune,celles de 
I- sont incolores.Pour rendre le virage plus net,on peut utiliser 
l'amidon qui forme un complexe de transfert de charge de couleur 
bleue avec IL (on peut aussi utiliser le thiodène). 

Notons que la coloration brune des solutions contenant du diiode en 
concentration importante.est due notamment à 1'1on xj-. Cependant,afin de 
simplifier les notations.il n'en était pas fait mention dans l'énoncé.Ceci 
incitait naturellement les candidats à adopter la même Ecriture simplifiée. 

3.2 La réactionentre H,O, et les ions I-est une rèactiond'oxydo- 
réduction: 

H,O, + 2H+ + 2e- = 2H,O 
21- = 12 + 2e- 

(2) H202 + 21- + 2H+ = 2H20 + I2 
La constante K, de la réaction (2) est: 

l 2F(E,O-E,O) 
/ Kz=exp RT K,=9,3 1041 

La réaction est quantitative.Elle peut servir de support a un 
dosage. 

3.3 La réaction entre I2 et les ions S20j2- est également une 
réaction d'oxydo-réduction: 

12 + 2e- = 21- 
2S,032- = S40b2- + 2e- 

(3) 12 + 2s2032- = 21- + s,o,2- 
La constante thermodynamique K3 de la réaction est: 

2F(E,O-El") 
K3=exp RT K,=7,8 10r4 

La réaction est quantitative et peut également servir de supportàun 
dosage. 
3.4 L'équation (2) montre que la quantité de matière de I2 formé est 
la même que celle de H202 consommé.L'équation (3) montre que la 
quantité de matière de thiosulfate versé est le double de celle de 
12.Les réactions étant quantitatives on aura: 

3.5 Numériquement on obtient: CA=1,79mol.L-l 
3.6 Il y  a libération d'une demi mole de 0, par mole de Hz02 
consommé.Pour V=lL de solution de H202 de concentration CA. 

cAvM 
V(O,)=2 V(O,)=20,05L 

Le titre volumique de l'eau oxygénée est 20.05 volumes. 
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4. Etude cinétique de la réaction entre If202 et I-. 

4.2 Détermination de a. 
4.2.2 La concentration CO en H202 de la solution est: 

Co=0,04mol.L-1 

4.2.3 Si l'on compare la concentration en I- à Co,on constate 
que: [I-]>>c, 
On peut alors considérer que A=k[I-] fi est constant sur la durée de 
l'expérience. 
On a donc: V=A[H202]a 
Il y  a dégénérescence de l'ordre. 

4.2.4 Dans l'hypothèse d'un ordre partiel o=l,V s'écrit: 
V=h[H202] 

d tHzOz1 
Par ailleurs: V=-dt 

d [Hz021 
D'où: m=-Adt 
Cette équation s'intégre,compte tenu des conditions initiales pour 
donner: 

4.2.5 On obtient les résultats numériques suivants: 

t(min) 1 2 4 6 8 10 

[H,O, 1 -lnC, 0,046 0,086 0,162 0,248 0,328 0,408 

[H~o21 
En traçant lnC, en fonction de t,on obtient une droite de 

coefficient directeur-i IF&? 2). A=O,O4 min-l 

4.3 Détermination de S. 
4.3.2 Désignons par [H202]oet [I-I, les concentrations initiales en 
réactifs. 

Cl”1 
[H2021 o=v, [H202]o=0,02mol.L-1 

[I-]=0,04mol.L-1 

On a donc: ( (I-1 0=2 CH2021 o( 

4.3.3 L'équation (2),montre que le mélange des réactifs est 
stoechiométrique. 
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A chaque instant de la réaction: 
[I-1 =2 (Hz021 

On a: V=k[H202][I-]fl 
D'où: V=2@k[H,O,]'+o 
Dans l'hypothèse d'un ordre global égal à deux: 

6+1=2 p=1 
Dans le cadre de cette hypothése la concentration en H,Oz suit la 

loi: 
d [HAI 

.p=2k[H,0,]2 dt 
Compte-tenu des conditions initiales cette équation s'intègre pour 
donner: 

4.3.4 On obtient les résultats numériques suivants: 

t (min) 5 10 20 30 40 

10e2x& (mol-l.L) 0.8 1.1 1.69 2,33 2.94 

On trace & en fonction de t.On obtient une droite de 

coefficient directeur 2k (FG 3). k=3mol-1.L.min-1 

4.3.5 L'hypothèse faite concernant l'ordre global est vérifiée on a 
donc: fi=1 

4.3.6 Une réaction élémentaire traduit un événement à l'échelle 
microscopique.Elle correspond à la conversion directe des réactifs 
en produits.Pour cette raison une réaction élémentaire peut être 
monomoléculaire,bimoléculaire et très exceptionnellement 
trimoléculaire.Pour une réaction élémentaire l'ordre et la 
molécularité sont égaux,ce qui n'est pas le cas ici. 



SECTION PHYSIQUE ET CHIMIE 197 

SYNTHESE DE LA BENZOCAïNE 

~onotationAr dajcr7neuncgai~amnratique 

1. Synthèse de la benzocaïne. 

1.1 Dans X,on reconnait une fonction amine primaire;un cycle 
aromatique:une fonction ester. 
1.2 La formule brute de X est: C9H1 I%N 

La masse molaire est: M=165g.mol-1 
On en déduit les pourcentages en masse relatifs aux différents 

éléments: 

Elément H C N 0 

% masse 6.67 65.45 8.48 19,40 

2. Synthèse de la benzocaïne. 

2.1 Première étape. 
2.1.1 L'équation-bilan de la réaction entre le toluène et l'acide 
nitrique concentre en présence d'acide sulfurique,s'écrit: 

AT-CH~ + HNO~ + H$O, = O,N-AT-CH, + H,O+ + HSO,- 

2.1.2 La réaction précédente est une substitution aromatique car un 
atome d'hydrogéne du cycle aromatique a été substitué par un groupe 
NO,. 
Le composé organique,c'est à dire le toluène,est le substrat.Le 
composé inorganique est le réactif;ici il s'agit de l'ion N02+ qui 
est un électrophile.Les réactions organiques sont classées par 
rapport à' la nature du réactif.11 s'agit d'une substitution 
électrophile. 
La formation de NOZ+ peut être traduite par le bilan: 

2H,SO, + HNO, = NO,+ + HjO+ + 2HSO,- 1 

2.1.3 Il y  a 5 atomes d'hydrogène substituables correspondant à 
trois isomëres:ortho(oj,méta(m),para(p). 

Désignons par P(o)P(m)P(p),les pourcentages respectifs des trois 
isomères. 
Le nombre de positions en méta est le même qu'en ortho et le double 
qu'en para. 

P(o)=P(m) 
P(o)=LP(p) 

Par ailleurs: P(o)+P(m)+P(p)=l 

Isomère ortho méta para 

% 40 40 1 20 
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2.1.4 En ne tenant pas compte de la formation du complexe Il.le 
mécanisme de la réaction peut s'écrire: 

2H,SO, + HN03 = NO,+ + HaO+ + HS04- 

&&: + & 

&CL - GNOJ + BH. 

2.1.5 Dans les conditions ordinaires,l'équilibre entre les 
différents produits de la réaction n'est jamais atteint.Ainsi,les 
pourcentages des produits obtenus ne reflètent pas leur stabilité 
relative-par contre,ils dépendent de leur vitesse de formation.La 
réaction est sous contrôle cinétique. 
L'étape cinétiquement déterminante est la formation de 
l'intermédiaire de Wheland. 

2.2 Deuxième étape. 
2.2.1 En présence de permanganate concentré et chaud il y  a coupure 
oxydante de la chaine latérale du composé aromatique.La réaction est 
une oxydo-réduction. 

x2 

Composé B: P-HOOC-AI--No~ 

A + 2H,O = B + 6~+ + 6e- 
MnO.,- + 4H+ + 3e- = MnOz + 2H,O 

2MnO,- + A + 2H+ = B + 2Mn02 + 2H20 1 

2.2.2 Tout oxydant assez puissant convient par exemple H,CrO,. 

2.3 Troisième étape. 
2.3.1 Il s'agit d'une hydrogénation catalytique le groupe nitro est 
réduit en amino. 

B + 3H, = H~OC-AT-NH2 + 2H,O 

2.3.2 Le nickel de Raney est fabriqué en traitant un alliage de NiAl 
par une solutionconcentrée de soude.Al est oxydé enAl(OH)4- soluble 
dans l'eau.Ni reste inaltéré sous forme d'une poudre noire très fine 
à grand pouvoir catalytique. 
Le nickel de Raney est pyrophorique il faut le conserver dans 
l'eau. 
2.3.3 Si la pression en Hz est très élevée le cycle aromatique est 
hydrogéné. 
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2.4 Quatrième étape. 
2.4.1 Le composé C n'est autre que la benzocaïne.La réaction est une 
estérification. 

p-H2N-Ar-COOH + EtOH = Hz0 + P-H2N-Ar-COOEt 

Pour éliminer l'eau du mélange réactionnel,on peut ajouter du 
toluène dans le mélange et le porter à reflux en présence d'un 
décanteur de Dean-Stark.L'eau,qui n'est pas miscible avec le 
toluène en phase liquide,reste au fond du décanteur. 

3. Identification de la benzocaïne. 

On peut mesurer le point de fusion de la benzocaïne à l'aide d'unbanc 
Kofler.On peut aussi caractériser le cycle aromatique de lamolécule 
par un spectre W.Les vibrateurs -NH2 et C=O sont aisèment 
identifiables en IR.On peut aussi mettre en évidence les protons du 
cycle aromatique et ceux du groupe NHZ en RMN. 
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C.A.P.E.S. 
(Concours Interne) 

SECTION:PHYSIQUEETÉLECTRICITÉAPPLIQ~ÉE 
Composition d’Électricité appliquée - Session : 1996 

Ière Dartie 

1. Etude du transformateur -triphasé. 
1.1. m = 7,7 10.’ 

m,=m= 4,4rd0 
-2 

J5 

1.2. E, = U,, = 4,44.n, f  B,, S n, = 391 spires 

“2 = 18 spires 

1.3. 

P,CC 2 
1.4. R, =- 

3. 1zcc2 
> x,= - R,’ R, = $0 mh 

X,=73,5 mR 

1.5. Des courants pénétrants dans les bobines marquées d’un point ont des effets 
magnétisants additifs, il s’en suit que dans un fonctionnement à vide. 

UAIi et “an sont en phase, 
U - cn 

uIlc et vhn 

uCA et v,, )Jcn 

yan U -AS 

’ 3- 

v bn 

U -Bc 
1.6. 

1.6.1. Fp =COS q = 0,SCI 
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1.6.2. 

Approximation de Kapp ( Vzo pratiquement en phase avec V,) 
V,,, = V, + R,I, COS~ + X,1, sincp 
u, = J5v, = 375v II = 196 A 

1.6.3. PL= &J,I, COS~ = 63,5 kW 

1.6.4. R’= 3F = 2.21 n 
u- 

PL 
rl= 

PL+ 3R& 
= 96,5 % 

L’ = 4,06 mH 

2. Etrrde du pont redresseur. 

2.1. V& = % cosa = I 35u cosa 
TI 2 

T 2 

-- 
2.2. 

2.2.1. Voir document-réponse no 1 

2.2.2 Voir document-réponse n”l 

2.2.3. y7 = 60” = a 

2.2.4. 1, = I,, 

2.2.5. I,, = fi I,, = 187 A 
7r 

2.2.6. P, = 2,34 V, l,, COS a 
P, = P ( thyristors parfaits et bobine de lissage de résistance négligeable) 

P=&U,I,,cosa =6l,5 kW 
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2.2.7. S = 129 kVA 

Fp = scoscz = 0,477 
Yr 

X.8. Q = &I,,U, sina= 1Op kvar 

2.2.9. P2 + Q’= 1,52 lO”(VA)* S* = 1,66 IO”(VA)* 
Il faut faire apparaître la puissance déformante D, 
0,~ trouve : 3 = 3+,5 &VA . 

S-’ = Pz + Qz + D* 

3. Etude du moteur à courant continu. 
3.1. E, =k<Dfi 

3.2. 
3.2.1. n’ = 399 trimin 

3.2.2. P, = 47,3 kW 

3.2.3. T, = T, = $13 wbh 

3.3. T = k 0 1 est le même : le nouveau flux correspond à une fkrn à IOOO tr / min égale à : 

494V.g=444V oi,=12A; Vfhl= 362V. 

3.4. ll’ = 2,02 vc,, - 0,107 T, . 

2ème oartie 

1. Pseudo-intégrateur inverseur. 

1.1. TJj’pJL. I 
R, l+jor, 

1.2. G=2010g~~I=2010g~ - 1Olog[l+(or,)~] 
2 

Q> = arg ( m ) = 7t - arctan ~7, 
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J3 1.4. BP,,; = ~ 
2 7r7, 

=2,8 Hz 

1.5. Intégrateur à partir de $- = 16 iG 
I 

1.6. 1 A 1 = 1,446 
~“=180-arctan(l007t0,1)=+9~ a 
v,(t) = VzM sin(ot+91,8”)= V,, cosOt= 13cosot 

1.7. Voir document-réponse no2 

Mlntégrateur herseur parfait (risque de saturation dans les basses fréquences) 

2. Comparateur. 
2.1. Si vz>v, alors vj = E = vJ Si vz<v,, alors v1 =-Eet v., =OV 

D, écrête la partie négative de vl, R, limite le courant circulant dans D, 

2.2. 

v4 
\ 

E 

0 

2.3. Voir document-réponse no2 
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2.4. 
1 t, = -arccosV” 

100x V *\1 

ci = ot, = arc+ = 57,P 
2-4 

3. Circuit impulsionnel. 
3.1. 

3.1.1. Ezr dv,+” 
‘dt ’ 

3.1.2. 
1’ 

v,(t’)=E(I- e ‘: ) 

3.1.3. Vs(“) = v, (t’) 
72 =R6C2=0,1 ms 

Période réseau T = 20 ms, la montée est instantanée 

v5 

3.2. 

3.2.1. dv,+v 72 dt c = 0 

v,(t”) = Ee” 

( . .  

3.2.2. Vi(t”)= E(l+& 

3.2.3. D, écrête vs(t) à E. 

205 

3.3. voir document-réponse no2 
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4. Etude de la bascule monostable. 

4.1. A03 em=$E=lOV 

AOJ:e*=:=5V 

4.2. 0 
;o 0 = “6 

4.3. T’ se bloque si vs devient inférieur à 5 =>Si vg <5V 

5, = R7 Cx = 1 ms 

e 
4.4. v,(O)=+E=E(I-eT’) 

0 = 5, Ln 3 = l,l ms 

4.5. voir document-réponse n”2. 

S.Etude de la régulation de vitesse. 

5.1. 

C=L 
1000 

= 9 10 ’ V min tr-’ 

5.2. 

5.2.1. “‘0 - ‘000 -12 5 v 
Vc =-- 80 80 ’ 

5.2.2. n’, = 885 tr/min 
An’, = IOOO-885= llStr/min 

5.3. 

5.3.1. n’= &(KAv, - BT,) 

5.3.2. T, = 0 VC = 10,25 v  

5.3.3. 

5.3.4. 

n’* = 986 tr/miri 

F=E=S,21 

An’, = 1000 - 986 = 14 tr/min 

K 3 +o~ alors e 3 0 
Risque de saturation du régulateur et risque d’instabilité. 
Régulateur de type intégral pour avoir une erreur de position nulle. 
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Document-réponse no1 

207 

Th, r-- 
------ ---_----c------~~~-----~ wt 

'a 

1 ch -- 

- I,h _- 
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Document-réponse no2 

t 
t z+ 

ta %. 

- E -- 

E -’ 

- E-- 



Agrégatio
(Concours Interne)

OPTIONS : PHYSIQUE ET CHIMIE ET PHYSIQUE APPLIQUÉE

Composition sur la physique et le traitement automatisé de l’information - Session : 1996

PARTIE A

MÉCANIQUE NEWTONIENNE

A.I. Dynamique dans un référentiel galiléen.

A.I.1. a. Par rapport à un référentiel galiléen, un point matériel soumis à un ensemble de forces Σ f
→

a un mouvement tel que :

d p→

dr
 = Σ f

→ avec  p→ = m v→

b. •  Masse (inerte) : propriété qu’a un corps au repos de résister à sa mise en mouvement par

Σ f
→

 .

•   p→ = m v
→

  en mécanique newtonienne,

•   p→ = γ m v
→

  en relativité restreinte ; γ = 
1

√1 – 
v2

c2

 .

•  Force : concept traduisant l’influence d’un corps sur un point matériel.

•  Référentiels galiléens :  ensemble de référentiels en translation rectiligne et uniforme les
uns par rapport aux autres, pour lesquels les lois fondamentales ne font apparaître que des
forces dues à la présence des autres corps dans le voisinage (pas de forces d’inertie).
Meilleure réalisation expérimentale : le référentiel de Copernic, lié au Soleil et à tr ois étoiles
éloignées.

c. Limites :

•  Vitesse non négligeable devant c.
Exemple : Canon de microscope électronique.

•  Échelle atomique : il faut utiliser la physique quantique.
Exemple : Mouvement de l’électron dans l’atome d’hydrogène.

A.I.2. a. m 
d v
→

dr
 = Σ f

→
  ; m v

→
 . dv

→
 = Σ f

→
 .  v→ dt soit d 



1
2

 mv2


 = δW.

Si Ek = 
1
2

 mv2, alors ∆ Ek = W
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b.  f
→

  dérive d’une énergie potentielle Ep si le travail de  f
→

  ne dépend pas du chemin suivi, soit :

δW =  f
→

 . dr
→

 = – d (Ep), ou  f
→

 = – grad
→

 Ep

Exemple : – d Ep   =   K
r2 er

→ . dr
→

   =    
K dr

r2    =   – d 


K
r




 .

Soit Ep = 
K
r

 + cste

c. Σ f
→

 = Σ f
→

conservatives + Σ f
→

non  conservatives

et δW = δWc + δWnc

or δWe = – dEp

soit dEk = – dEp + δWnc

ou d 

Ek + Ep



 = δWnc

A.I.3. a. Ek + Ep = cste avec Ep = (– e).V  si v < < c,  Ek = 
1
2

 mv2

entre l’anode et la cathode :

1
2

 mv2 = e Va soit v = 




2e Va

m





 
1
2

b. Tant que v < < c
v2

c2 = 
2e Va

mc2

Pour Va = 5 kV β = 0,14 (approximation valable)

c. Le même calcul pour V = 1 MV donne β > 1 : les électrons sont donc relativistes et :

Ek = (γ – 1) mc2  γ = 
1

√1 – 
v2

c2

 = 
1

√ 1 – β2

soit (γ – 1) mc2 = e Va

soit γ = 1 + 
e Va

mc2  = 2,96
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et
1
γ2 = 1 – β2 donc β = 0,94

(à la précision de 10 – 2, les électrons sont relativistes dès Va = 7 kV, d’où la courbe en

pointillés).

A.I.4. a. mp 
d v
→

dt
 = e v

→
 ∧  B

→

La force magnétique ne travaille pas ; donc Ek = cste et

|| v 
→

 || = cste = v0

b.

x
..
 = ωc y

.

y
..
 = – ωc x

.
si ωc = 

eB
mp

z
..
 = 0

c. •  z
..
 = 0 mouvement uniforme sur Oz

→
.

•  Suivant xOy : soit v
→

⊥  la projection de  v
→

  sur xOy

alors :
d v⊥

→

dt
 = ωc  v⊥

→
 ∧   ez

→

soit a
→

⊥  perpendiculaire à v
→

⊥  : caractéristique d’un mouvement circulaire.

d. •  z
........
 ==== 0, soit z = v0 cos α0 , soit z = v0 cos α0 t

•  y
..
 = – ωc x

.
, soit y

.
 = – ωc x (en utilisant les conditions initiales)

•  x
..
 = ωc y

.
, donc x

........
 ++++ ωωωωc

 2 x ==== 0, donc x = A cos (ωct + ϕ) avec 




x(0) = 0
x
. (0) = v0 sin α0

•  
Soit x(t) = 

v0 sin α0

ωc

 sin (ωct)
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•  y
.
 = – ωc x donc y

.
 = – v0 sin α0 sin (ωct)

•  y(0) = 0 soit y(t) = v0 sin α0 

cos (ωct) – 1



•  Ce sont les équations paramétriques d’une hélice à projection circulaire sur xOy (Rayon

R = 
mp v0

eB
 sin α0 , centre (O,R)).

A.II. Dynamique dans un référentiel non galiléen.

A.II.1. (R) galiléen
(R’) non galiléen

La composition des accélérations donne :

a (M)
→

/ R = a (M)
→

/ R’ + ae (M)
→

 + ac (M)
→

avec












ae (M)
→

 = a (O’)
→

 + 
dΩ
→

dt
 ∧  O’M

→
 + Ω

→
 ∧  (Ω

→
 ∧  O’M

→
)

(Ω
→

 :  rotation  de  (R’)  par  rapport  à  (R))
ac (M)

→
 = 2 Ω

→
 ∧   v (M)

→
/ R’

→
 

donc m a (M)
→

 ⁄ R’ = Σ  f
→

 – m ae
→ – m ac

→   
                       ____________

↓
forces  d’inertie

d’entrainement  et  de  Coriolis

A.II.2. a. Microgravité

Dans (R*) : m aA
→ = m∗  G (A)

→
 – m ae

→
 (A)

(aC
→  (A) = O

→
 : (R*) est en translation) par rapport à (R) avec ae(A)

→
 =  a (C)

→
 / R (tous les points

de (R*) ont le mouvement de C : translation)

soit m aA
→ = m∗  G (A)

→
 – m a (C)

→
 ⁄ R

b. Relation fondamentale pour la cabine dans (R) : M a (C)
→

 ⁄ R = M∗  G (C)
→

d’où : aA
→ = 

m∗

m
 G (A)

→
 – 

M∗

M
 G (C)

→
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c.
m∗

m
 = 

M∗

M
 : le rapport : «masse de gravitation sur masse inerte» est indépendante du corps.

On peut donc choisir les unités des deux masses telles qu’il soit égal à l’unité.

A.II.3. Pesanteur

a. A l’équilibre dans (R)  P
→

 = –  T
→

 

Verticale : direction d’un fil à plomb à l’équilibre dans (R) terrestre.

b. m a (A)
→

 ⁄ R = m∗  G (A)
→

 +  T
→

 – m ae (A)
→

 – m aC (A)
→

Équilibre dans (R) :











aC (A)
→

 = O
→

     




v(A)
→

R
 = O

→
 




a (A)
→

 ⁄ R = O
→

c. Or  P
→

 = –  T
→

donc  P
→

 = m∗  G (A)
→

 – m ae (A)
→

 P
→

 = m  g→ (A) ( g→ (A) : champ de pesanteur en A).

soit g (A)
→

 = G (A)
→

 – ae (A)
→

si m∗  = m         

d.  La loi fondamentale s’écrit, pour m en mouvement dans (R) :

m a (A)
→

 ⁄ R =  P
→

 +  T
→

’ – 2 m Ω
→

 ∧  v (A)
→

 ⁄ R

↑                                
______________

tension du fil
hors équilibre

terme justifiant le
comportement du

pendule de Foucault
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•  Le pendule oscille alors dans le plan défini par les conditions initiales dans un référe ntiel
galiléen (Rgalilée   ≡  Rcopernic).

•  La Terre tourne par rapport à (Rcopernic) avec la vitesse angulaire Ω = 
2π
T

 où T ≈ 24 h, dans

le sens ouest-est.

Donc un observateur terrestre voit le plan d’oscillations tourner dans le sens est-ouest ave c
une période de 24 h.

A.II.4. a. Oxyz : repère terrestre en un point O de latitude λ.

Ωh

→
 : projection de Ω

→
 sur le plan horizontal (xOy) du lieu.

Ωv

→
 : projection de Ω

→
 sur la verticale Oz

→
 du lieu.

Dans (R)terrestre : m 
dv
→

dt
 = m g→ + R

→
 – 2 m Ω

→
 ∧  v→

↑
f. de contact   

Pas de mouvement vertical :

O
→

 = m g→ + R
→

 – 2 m Ωh

→
 ∧   v→

et m dv
→

dt
 = – 2 m Ω

→
v ∧   v→

avec Ωv = Ω sin λ
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b. L’équation du mouvement est 
d v→
dt

 = + 2  v→ ∧  Ω
→

v à comparer à 
d v→
dt

 = ωc  v
→ ∧  ez

→  (du A.I.4.c.)

avec Ω
→

v analogue à 
ωc

2
.

La trajectoire est donc circulaire : la particule repassera par le même point pour :

2 Ω sin λ t = 2π, soit t = 
π

Ω sin λ
 = 

T
2 sin λ

soit t ==== 17 h 24 mn

A.II.5. a. Soit δm en A, en équilibre dans (R’) tournant :

δm  a→  ⁄ R = δm g→ – δmae
→ + δFp

→

(δFp

→
 : force de pression

ac
→ = O

→
 : équilibre).

Soit : δm ( g→ – ae
→ ) = δm ga

→

et ae
→ = – ω2 HA

→
 = – ω2  r→

avec ga
→ =  g→ + ω2 r→

alors δm  a →
 ⁄ R = δmga

→ + δFp
→

b. Application : réalisation de miroirs paraboliques pour télescopes en faisant tourner  une masse
de verre en fusion ou une masse de mercure (liquide).
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PARTIE B

OPTIQUE GÉOMÉTRIQUE

B.I. Lois élémentaires de l’optique géométrique.

B.I.1. La lumière se propage en ligne droite dans un milieu homogène.

Analogie newtonienne : en l’absence de force, le mouvement d’une particule est rectilign e et
uniforme.

B.I.2. Lois de la réflexion

a. •  Le rayon réfléchi est dans le plan d’incidence.

•  Les angles d’incidence et de réflexion sont égaux (en valeur absolue).

b.

Loi fondamentale de la dynamique pour A :

d p→

dt
 = m g→ + R

→

soit ∆p
→

 = ∫  
0

 τ

 m g→ dt + ∫  
0

 τ

R
→

 dt (τ : durée de la collision).

Pas de frottement : R
→

 = R . N→

Choc : R > > mg

soit ∆p
→

 = aN
→

(a : réel positif)           

B.I.3. Lois de la réfraction

a. •  Le rayon réfracté est dans le plan d’incidence.

•  n1 sin i1 = n2 sin i2 .

b. Loi fondamentale pour A, entre G1 et G2 : 
dp
→

dt
 = m dv

→

dt
 = – e E

→
 .
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E
→

  // Oz
→

, donc px = cste soit : p1 sin i1 = p2 sin i2 .

•  Conservation de l’énergie mécanique entre G1 et G2 :

p1
 2

2m
 – e V1 = 

p2
 2

2m
 – eV2 = 0 (émission)         

→










p1 = (2me V1)
1 ⁄ 2

p2 = (2me V2)
1 ⁄ 2

d’où V1
 1 ⁄ 2 sin i1 = V2

 1 ⁄ 2 sin i2

Application Numérique :  sin i2 = 




V1

V2





 
1
2

 sin i1   i2 = 37,8°.

B.I.4. ∆ (n u→ ) = n2 u2
→

 – n1 u1
→

 = a N
→

 donne :

•  N
→

 ∧  (n2 u2
→ ) = N

→
 ∧  (n1 u1

→ ) 
soit n2 sin i2 = n1 sin i1 (dioptre)             

soit sin i2 = – sin i1 (miroir)             

•  u1
→

 , u2
→

 et N
→

 coplanaires.

B.II. Exercice d’application : propagation dans un milieu continu non homogène.

B.II.1.
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•  N
→

, perpendiculaire à la surface n = cste, est parallèle à grad n
→

→ a N
→

 = b grad n
→

 (b réel)

•  ∆ (n u→ ) = a N
→

 devient, si n1 et n2 sont très voisins : d (n u→ ) = a N
→

donc d (n u→ ) = b grad n
→

, avec  u→  = 
dr
→

ds
 .

Pour trouver b : d (n u→ ) . u→  = b grad n
→

 . dr
→

ds

or d (n u→ ) = n du
→

 +  u→ dn et  u→  . du
→

 = 0 ( u→ : vecteur unitaire)

→ d (n u→ ) . u→  = dn

et grad n
→

 .dr
→

 = dn

soit dn = b dn
ds

 et b = ds

              donc
d (n u→ )

ds
 = grad n

→

Dans un milieu homogène :

grad
→

 n = O
→

d (n u→ ) = n du
→

Soit 
d u→
ds

 = 0 ,  u→ = cste
→

 : rayon rectiligne.

B.II.2.  f
→

 = dp
→

dt
 et  p→ = p u→

soit
d (p u→ )

ds
 =  f

→
  

dt
ds

 = 
 f
→

 
v

à comparer à
d (n u→ )

ds
 = grad

→
 n

L’indice est remplacé par p, en mécanique.

B.II.3. Fibre à gradient d’indice
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a.
d (n u→ )

ds
 = grad n

→
 : en projection sur Ox

→
 :

d
ds

 

n 

dx
ds




 = 

∂n

∂x

avec :
∂n

∂x
 = 

∂n

∂r
 × 

∂r

∂x
 = 


– n1 

r
ρ2




 = × 

x
r

(x2 + y2 = r2)

soit :
∂n
∂x

 = – n1 
x
ρ2

or, d’après l’approximationde Gauss : ds ≈ dz, d’où : 
d
dz

 

n dx

dz



 ≈ – n1 

x
ρ2

soit :
d2x
dz2 + 

x
ρ2 = 0

(si on néglige 
r2

2ρ2 devant 1, soit n ≈ n1 ).

b. x = A cos 


z
ρ




 + B sin 



z
ρ





dx
dz

 = – 
A
ρ

 sin 


z
ρ




 + 

B
ρ

 cos 


z
ρ





en z = 0










 x = xe

 
dx
dz

 = x’e

donc x = xe cos 


z
ρ




 + ρ x’e sin 



z
ρ





Intersections avec l’axe (z = 0) : z = n . ρ
2π

 (n entier).

B.III. Stigmatisme en optique et mécanique.

B.III.1. Stigmatisme rigoureux

Un appareil est stigmatique pour un couple de points lumineux A et A’ lorsque tous les rayo ns
issus de A passent par A’ après traversée de l’appareil.

La surface rigoureusement stigmatique associée à deux points infiniment éloignés est u n
paraboloïde de révolution.
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Exemple : Télescope et Antenne TV.

B.III.2. Stigmatisme approché

Raisons d’un non-stigmatisme rigoureux :

– aberrations géométriques,

– diffraction,

– aberrations chromatiques,

– résolution spatiale des détecteurs.

a. Approximation de Gauss : rayons peu inclinés sur l’axe, et peu éloignés de l’axe.

b.

•   
A’B’
_____

OH
___  = – 

F’A’
____

OF’
____

•   
A’B’
_____

AB
___  = – 

OA’
____

OA
___

 

  ou  
A’B’
_____

AB
___  = – 

F’A’
____

OF’
____ 











  soit  F’A’
____

OF’
____  = – 

OA’
____

OA
___

avec F’A’
____

 = OA’
____

 – OF’
____

d’où :
OA’
____

 – OF’
____

OF’
____  = – O

A’
____

OA
___ ou :

1
OA’
____ – 

1
OA
___ = 1

OF’
____

B.III.3. Focalisation magnétique
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Les trajectoires extrêmes sont deux demi-cercles de rayon R = 
v0

ωc

 = 
mev0

eB
 ,

soit : FF’ = SF – SF’

 = 2R (1 – cos ε)

≈ R ε2

A l’ordre 2 près en ε, le système est stigmatique pour les points S et F.

PARTIE C

OPTIQUE ONDULATOIRE

C.I. Diffraction.

C.I.1. Diffraction :  éparpillement de lumière due à la présence d’inhomogénéités.

Huyghens :  la lumière se propage de proche en proche ; chaque point atteint par elle se comporte
comme une source secondaire d’ondelettes sphériques.

Fresnel : l’amplitude complexe de l’onde en un point est la somme des amplitudes complexes
des ondelettes qui s’y superposent.

C.I.2. a.

er
→  = 

OP
→

||OP
→

||
 ≈ 

MP
→

||MP
→

||

(le plan d’observation est très éloigné de l’ouverture).

ux + vy = 1
λ

 (αx + βy) = 
1
λ

 er
→  . OM

→

Soit un terme de phase :

2π (ux + vy) = k
→
 . OM

→

Ouverture Plan d’observation
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b. Fente : Ψ (u,v) = ∫  
– 

a
2

 + 
a
2 ∫  

– 
b
2

 + 
b
2

exp [  – i2π (ux + vy)] dx dy

Soit Ψ (u,v) = ab 

– 

1
i2πua




  

exp (– i2πux)

  – 
a
2

 + 
a
2 × 


– 

1
i2πvb




  

exp (– i2πvy)

  – 
b
2

 + 
b
2

Ψ (u,v) = ab 
sin (πua)

πua
 . sin (πvb)

πvb

Si a << b, b est assez grand pour que 
sin (πvb)

πvb
 ≈ 0 sauf pour v = 0  (alors 

sin (πvb)
πvb

 = 1).

→ Ψ (u,v) = cste × 
sin πua

πua
 ,  avec v = 0

(lumière seulement dans la direction v = 0).

Le support du lobe principal est 
2
a

 .

On peut donc caractériser la largeur du maximum principal par ∆u = 
1

4πa
 , soit :

∆u . a = 
1

4π
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C.I.3. a. Ici (L1) ramène à distance finie la source de l’onde plane incidente.

Ici (L2) ramène à distance finie le plan d’observation infiniment éloigné de l’écran.

Du fait de la diffraction, il existe de la lumière en un point tel que B’, distinct de l’image
géométrique A’.

Si on rapproche les deux lentilles (ci-dessous) on retrouve la configuration habituelle d e
formation des images en optique géométrique.

Éclairement du plan de front centré en A :

I (u,v) = ΨΨ∗  = (cste)2 




sin (πua)
πua





 2

b. Déplacement de la fente parallèlement à elle-même :

(x → x – x0 = x’)

Ψ’(u) = ∫ t (x – x0) exp (– i2πux) dx

= exp (– i2πux0) ∫ t (x’) exp (– i2πux’) dx’
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et Ψ . Ψ∗  est inchangé :

L’éclairement est inchangé : cette transformation modifie seulement la phase de Ψ.

c. D’après le schéma initial, si on déplace A dans son plan, la figure de diffraction suit l’image
géométrique A’.

d.

Critère de Raleigh : on distingue deux points A’ et B’ si la distance A’B’ vérifie ∆u ≥ 
1
D

.

Soit A’B’ = ∆x ≥ 
λf
D

et θ ≈ A’B’
f

 ≥ 
λ
D

Application Numérique :  θ = 0,23.10 – 6 rad ou θθθθ ==== 46 millisecondes d’arc.

avec u = 
x
λf
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Soit ∆x0 la distance AB :

∆x0 = d0θ  ∆x0 = 
λd0

D
.

Si α est l’ouverture du télescope 


α ≈ 

D
d0




 ,

alors ∆x0 ≈ 
λ
α

C.II. Interférence.

C.II.1. I ≠ I1 + I2 (ou «lumière» + «lumière» = «obscurité» !).

Dispositif d’Young :

Interfrange : i = 
λD
a

C.II.2.
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a. I = 2 I0 (1 + cos φ)

avec :

•  I0 : intensité de chaque source,

•  φ = 
2πaX

λf
  (δ = S2H = a sin α ≈ 

aX
f

 ;  φ = 
2πδ
λ

 ).

b. Interfrange : i = 
λf
a

 = 0,22 mm.

c. •  iMichelson = 5,5.10 – 3 mm (très faible).

•  Séparation de deux étoiles : ces deux sources sont incohérentes, donc I = I1 + I2 .

Cas où la distance apparente des deux étoiles correspond à une demi interfrange :

alors I1 + IB = cste

= 4I0 interférences brouillées.

Application Numérique :  
i
2

 = fθ soit 
λf
2a

 = fθ et θ = 
λ
2a

 = 27,5 millisecondes d’arc

C.III. Analogies en mécanique ondulatoire.

C.III.1. a. p = me v = (2 me e Va)1 ⁄ 2

d’où λ = 
h

(2 me e Va)
1 ⁄ 2

λλλλ ==== 17,3 pm
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b. On a toujours λ = 
h
p

 ; mais p = γ me v

= γ β me c

avec
1
γ2 = 1 – β2

soit p = (γ2 – 1)1 ⁄ 2 me c

donc λ = 
h

me c (γ2 – 1)1 ⁄ 2
 = 

h

me c [(γ – 1)  (γ + 1)]
1 ⁄ 2

Conservation de l’énergie : (γ – 1) me c
2 = e Va

soit γ = 1 + 
e Va

me c
2

et λ = 
h

me c
  

1





e Va

me c
2





1 ⁄ 2

 



2 + 

e Va

me c
2





1 ⁄ 2

C.III.2. ∆u × a = 
1

4π
 , soit h × ∆u × a = 

h
2

or h∆u = h × 
2π
λ

 × ∆α d’après C.I.2.

avec
2π∆α

λ
 = ∆kx et h∆kx = ∆px

soit ∆px × a = 
h
2

C.III.3. a.

Biprisme de Fresnel : ensemble de deux prismes de faible angle, accolés par leur base ;
chacun d’eux donne une image de la source S ; d’où le dispositif S1S2P.
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D = b + d

a = 2bθ = 2b (n – 1) A^

(la déviation θ est telle que θ ≈ (n – 1) A^ )

donc i = 
λD
a

 :  soit i = 
λ (b + d)

2b (n – 1) A^

Champ d’interférences C = 2dθ

b. cf. figure 9 de l’énoncé : d’après la formule du C.III.1.b., λλλλthéorique ==== 5,35 pm .

Interfrange : i = 
1,4

2000
 = 0,7 µm  et i = 

λD
a

soit λmesurée = 
ia
D

  λλλλmesurée ==== 5,25 pm .

Les deux valeurs de λ sont voisines.

PARTIE D

TRAVAUX PRATIQUES RELATIFS À UN DISPOSITIF INTERFÉRENTIEL

D.I. 1. Cette lame est un verre anticalorique ; elle évite l’échauffement, et donc d’éventuelles dé formations
de couches métalliques réfléchissantes des miroirs M1 et M2 .

2. •  (C) et (SP) sont des lames à faces parallèles faites du même verre, de même taille, de même indice.

•  Sur une de ses faces, (SP) est traitée par une couche diélectrique semi-réfléchissante.

3. (C) «compense» les absorptions (mêmes épaisseurs de lames traversées) et permet d’ajuster finement
les différences de marche.

4. •  (1) et (2) : vis de rotation rapide autour d’axes horizontal et vertical.

•  (3) : vis de translation rectiligne.

•  (4), (5), (6) et (7) : vis de rotation rapide autour d’axes horizontal et vertical.

5. Références :

•  direction (de droite) de translation rectiligne de ( M1),

•  direction (de plan) de (SP).

D.II. 1. Les images sont celles du trou-source après réflexion sur : ( M1) et (C), (M1) et (SP), (C) et ( M2),

(SP) et (M2).

2. •  A l’entrée : source dans le plan focal objet d’un collimateur (réglage par autocollination).

•  A la sortie : projection dans le plan focal image d’un objectif.
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3. •  Vis (6) puis (7) : les images ( M1).(C) et (M1).(SP), puis ( M2).(C) et (M2).(SP) se confondent :

(C) et (SP) sont alors parallèles.

•  Vis (1) et (2) : les images ( M1).(C).(SP) et ( M2).(C).(SP) se confondent : la direction de plan de

(M1) est symétrique de celle de ( M2) par rapport à celle (commune) de (C) et (SP).

On a alors théoriquement une lame d’air à faces parallèles.

4. L’œil possède une limite de résolution de quelques minutes d’arc.
On a en réalité fabriqué un coin d’air.

D.III.1. Les franges du coin d’air sont d’égale épaisseur ( δ = 2e) ; or, par cohérence temporelle partielle
(|δ| ≤ c τ), les franges sont localisées au voisinage de l’arête du coin d’air.

Pour les voir, il faut ramener l’arête dans le champ de vision : «chariotage».

2. En élargissant l’interfrange i = 
λ

2α
 , par action sur ( M1) et (M2) ;

on éclaire en lumière convergente et on regarde «dans le plan de l’infini» (plan focal image d’un
objectif).

3. Parce que δ = 2e cos i (les franges correspondent à i constant).

4. Ordres d’interférences : pcentre = pmax = 
2e
λ

.

Quand les anneaux s’enfoncent, l’ordre au centre diminue, donc e diminue.

5. Si e = 0, p est uniforme et égal à 0 ( ∀  i, ∀ λ ).
→ teinte uniforme, «plate».

6. La lampe «blanche», qui est la «plus mauvaise», exige donc les meilleures réglages.

D.IV.1. •  On éclaire avec la lampe à étudier, en lumière convergente ; on règle aux anneaux.

•  On projette les anneaux «à l’infini».

•  On détecte avec une photorésistance (ou tout autre photorécepteur adapté).

2.
∆λ
λ  ← proteuse  (moyenne)

 ← modulation
 = 1

nombre  de  pics  par  fuseau

→
∆λ
λ

 = 
587
277

 ≈ 2,1 nm

(en effet, I = 2I0 



1 + cos 

2πδ
λmoyen

 cos 
πδ
∆λ




 ).
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Agrégation 
(Concours Interne) 

OPTIONS : PHYSIQUE ET CHIMIE ET PHYSIQUE APPLIQUÉE 

Composition avec exercices d’application - Session : 1996 

Option : PHYSIQUE ET CHIMIE 

PREMIERE PARTIE 

1 Introduction 

1.1: Il faut ajouter un sel contenant des ions Cl- 
1.2 : - log aH+ = 13,83 avec pH + pOH = 14 on en déduit pOH = 0,17 et l’activité de 
OH- aOH- = 10-6.17 =0,676. Une activité n’ a évidement pas d’unité 

ai s Yi,c 3 
CO 

Yi,e est un coefficient sans unité, ci et c, des concentrations ou des molalités 

1.3 : Il faut tenir compte de I’autoprotolyse de l’eau 
2H20 m H30+ +OH- Kvv = 10-14 

si on appelle [h] la concentration en H30+, on a [h][ 10-7 + h] = lO-l4, par résolution de 
l’équation du second degré on obtient la valeur du pH : pH= 7,21. 
1.4 : La présence d’ion Zn2+ en solution est testée par addition de @Ig(SCN)4 } (NH4)2, il 
se produit un précipiti blanc (limite de sensibilité 6Oppm). Le test a l’hydroxyde n’est 
pas spécifique de l’ion Zns+, l’ion Ais+ précipite également. Toutefois en présence 
d’ammoniac l’hydroxyde de zinc se redissoud pour former un complexe. 
1.5 : Zn = 1~2 232 2~6 3~2 3~6 3d16 4~2 

z112+ = 192 292 2~6 3~2 3~6 3d16 
1. 6 : non car les orbitales d sont pleines. Ce sont les électrons de la couche 43 qui 
partent. 

II Solubilité de l’ion Zn(II) 

II.1 : La constante 62 est définie comme : 

= 2,51 10” 

II.2 
s = [Zn2+] + [Zn(OH)+l + [Zn(OH)aql + [Zn(OH)3-l + lZn(OH)4Z-l 
en exprimant toutes les concentrations en fonction de la concentration [Zn2+l on trouve 
s-~zn~+l[1+~*~o~l+B,~o~12+Afo~B+B4~o~~4] 
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On cherche la solubilité de Zn(OHl2 (s), La solution est donc toujours en présence de 

Zn(OH)2 (s) et l’équilibre Zn(OH)2 (s) N Zn2+ + 2 OH- est toujours réalisé. Il 
est donc possible de remplacer [Zn2+] par Ks / [OH-12. En fonction de [H+I cela donne 
[Zn2+] = KS [H+]2/Kw2 = 101191 [H+I2 soit 

Se ‘+[H+I2 t%K& 1 
[KW KW 

+-KS[H+]+/J2KS+q+~ 
[HI ] 

s = ‘101L1[H+]2 
1,3-‘6,5 1@%4 1 

L 
+101.5[H+]+10-4,5+-+ 

[H+I -1 

Jusqu’a pH= 7.6 la solubilité est donnée par le premier terme de l’expression. Entre 
pH=33 et pH = 11 la solubilité est donnée par le terme 10-4~5. Entre 12,8 et 13,5 aucun 
des deux derniers termes ne domine et enfin au delà de 13,5, la solubilité est donnee par 
le dernier terme. 
pH < 7.6 log(s) = 11.1 - 2pH 
8.3<pH<ll logts) = -4,5 
123 < pH <13,5 logk) = log(lO-1635 / [H+] + 10-29741 [H+]2) 
13,5 < pH lotis) = -29,4 + 2pH 
II.3 

- -29.4 + 2pH 

--m--16S+pH 

- log(lO”-16,5JH+] + lO”-29.4 &-I+l"2) 

--t bw4 

-1 

-5 

-: 

PH 

15,00 

10,oo 

fl 5,00 

0,oo 

-5.00 
0 2 4 6 8 10 12 14 

PH 

II.4 Le pH exact de précipitation est de 6,551, ce qui est très proche de !a valeur donnée 
par la solution de l’équation log(s)=ll,l-2pH (-2 = 11,l - 2pH) soit pH = 6,55. La 
solution graphique donne 6,5. 
II.5 Le pH exact de redissolution est de 13,66. La valeur approchée est donnée par la 
solution de l’équation log(s)=-29,4+2pH = 13,7. La solution graphique donne un peu 
moins que 13,75 
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III Diagramme potentiel-pH du zinc 

III. 1 zone de prédominance 

Le pH de précipitation est atteint pour [10-21[OH12 = 10-1699 soit pH= 6,55. 
Le pH de dissolution est donné par : 

10294 1 1 
= [Zn(OH),2-][H+12 =[10-21[H+]2 

soit pH = 13,7 

ce qui donne pour les zones de prédominance : 
z&+ Zn(OH)2 Zn(OH)42- 

PH 
I I 

6,55 13,7 

III.2 Couple oxydo-réducteur 

pH< 6,55 le couple oxydo-réducteur est : Zn2+ + 2e- M Zn(s) 
6,55 < pH < 13,7 le couple est : Zn(OH)2 + 2e- N Zn(s) + 20H- 

13,7 < pH le couple est : Zn(OH)42- + 2e- M Zn(s) + 40H- 

III.3 E=flpH) 

pH<6,55 E-E’ z~+,z~+~~[Zn2+]-E~n~+,zn +0,0310g[10-2]--0,82V 

ona E.&wxI~~Iz~ - E~,,z.,~,, + g log(Ks) = -L267 V 

d’où E = - 0,427 - 0,06 pH 
La même équation peut-être trouvé par continuité à pH=6,55. 
En toute rigueur les E” sont définis h pH=O, dans le cas du couple Zn(OH)z/Zn, E” à 
pH=0 est égale à : 

E&,H,2,Zn =E;,,2+lZn +%?G' =-0,427 V 
2F \Kk] 

13.7<pHE=E~dowZ.,zn+~ In ( [a (OH),z 1 
4 [OH l4 

1 

E = E” 
ZdOH);/Zn 

+ 0,03 log (9) + 0,03 log (lo-2) 
w 

ona E” Zn(OH):- an = E;nz+,zn - 0,031og (f14) = - L225 V 

d’où E = 0.395- 0,12pH 
Pour E” h pH=0 voir question IV.7 
La même équation peut-être trouvé par continuité à pH=13,7. 
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III.4 et III.5 Diagramme potentiel pH 

W 

695 
42 
0 0,o > 
w -0,5 

-l,o 

-1,5 
0 3 6 9 12 15 

PH 

III.6 Equation bilan 
Zn+4OH- ? Zn(OH)42- + 2e- 

2H20+2e-M H2+2OH- 

Zn+2H20+20H- m Zn(OH)q2- + Ha(g) 

ou Zn+2H20+2NaOH m (Zn(OHklNa2 + Ha(g) 
III.7 Stabilité du Zinc 
le zinc métallique est très réducteur et il est instable en solution aqueuse quelque soit le 
pH. il est donc oxydé par l’eau. Toutefois, entre pH=6.55 et pH = 13.7 le zinc n’est pas 
attaqué du fait de l’insolubilité de Zn(OH)2(s) 

IV Etude de la pile Daniell et d’une cellule électrochimique équivalente à 
I’expérience étudiée 

IV.1 Schéma 

IV.~ Equation bilan de la pile Dankll 
Zn(s) -W Zn2+(aq) + 2e- anode 
Cu2+(aq) + 2e- --+ CU(s) cathode 
Zn(s) + Cu2+(aq) -m Zn%+(aq) + CU(S) 



OPTIONS PHYSIQUE ET CHIMIE 
ET PHYSIQUE APPLIQUÉE 

235 

IV.3 FEM standard 
on a A@ = -nFEO (-147,1-65,5) = -2 (96485)EO d’oùE0 = 1.1022 V 
IV.4 Constante d’équilibre 
on a ArGo = -RT InK d’où K= 1.84 1037 
IV.5 Equation bilan de la pile 
Zn + 40H- -W Zn(OH)42- + 2e- anode 
Zn(OH)42- + 2e- -w ZnCu + 4 OH- cathode 
Zn + Zn(OH)42- -b Zn(OH)42m + ZnCu 

IV.6 Pôle positif 
le pôle positif de la pile est la cathode, c’est à dire la lame de cuivre. 
IV.7 Calcul de Eo ([Zn(OH)qJ 2- / Zn) 

E = Ek?+/~n 2F 
+%n @ns)= E;d+,zn + Eh ( 1% (OH);- 1) 

84 [W4 
d’où h PH = 14 

En ~DU~E rhm= E~n~OH~-,Zn est défini B pH= 0. En BquiIibrant l’équation d’oxyde 

réduction avec des H+ ce qui n’a pas de signification chimique on trouve 8 pH = 0 : 

-Gom-/zn - Gl% - - 0,455 v 

IV.8 Calcul de E([ZLI(OH)~I~/Z~CU) 

La concentration de Zn(OH)42- est égale à 1 mol L-l, le pH n’est pas précisé dans 
l’énoncé. Pour obtenir une solution molaire de Zn(OH)42- sans précipité de Zn(OH)2 (s) il 
faut respecter l’équilibre : 
[Zn(OH)q]s + 2 H+ N Zn(OH)2 (s) + 2 H20 log K = 29.4 

ce qui donne une valeur pour le pH : 
10294 = 1 

KMOH): I[H+P 
= & d’où pH = 14,7 

soit pOH = -0,7 et une activiti pour OH- de aOH- = 5,Ol 
1.1 = E[Zn(OH)4]2-/Zncu + 1.225 + 0.084 d’où E[Zn(OH)4]2-/Zncu = -0,209 V 

IV.9 Coustaute d’équilibre 

On a EIZr10ED412- /zoc. 
0 

= qmow4 12. /za 
1% (OH), 1” 

+ OTo3 lw’[OK p[azlh, 1) 

En supposant que l’activité du zinc dans le cuivre est voisine de 1 on en déduit que 

%OHJ,P IZl& = E~z*coH~41~-lzo, 
1 

- 0,03 l~g(~~,~~~) = - 0,125 V 

on a donc InK = nFAE0 /RT, d’où K= 1.6 1038. 



236 OPTIONS PHYSIQUE ET CHIMIE 
ET PHYSIQUE APPLIQUÉE 

On peut également remarquer qu’en prenant l’activité du zinc dans le cuivre égale à 1, 
cela conduit à assimiler AE à AEO. Cela permet de faire le calcul sans tenir compte du 

PH; 

VCristallographie. 

Vl Empilement hc 

L’empilement est du type ABABABAB 

V.2 Nombre de coordination 

le nombre de coordination dans la structure hc est de 12 
V.3 Zn Structure compacte ? 

le rapport a/c pour une hc compacte est égal à i = 2 J 
i = 1.633 

Le centre du triangle de base se trouve a 2R / & = a / & en utilisant le théorème 
de Pythagore on trouve facilement la hauteur du tétraèdre formé avec l’atome de la 

seconde couche place dans l’emplacement de type B. Cela donne h = 
2 

a $ 
3 cette 

hauteur est égale a la moitié du paramètre c de la maille hexagonale compacte. 

Dans le cas du zinc le rapport c/a est égal à i = 
493.7 
- = 266 

1.856 la structure n’est 

donc pas compacte. 
V.4 Masse vohunique du zinc 

Il faut calculer le volume de la maille. La surface de la base est égale 

s -: Rh 
as& le 

x 2R = - 2 ’ 
volume d’une maille est donc 

V = S x c = 3025220483 pm3 . Il y  a deux atomes par maille. Les atomes des 

bases de la maille comptent pour 1/4 et il y  a 1 atome dans la maille. On en déduit la 
masse volumique : 

2M 2 65.39 10-3 P=NV= = 
lO= x 3,025220483 

zs 7178 kg mm3 
6,02214 16 
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ou 7.178 g cm-3. Un calcul similaire peut être éffectué en utilisant la maille hexagonale 
non elémentaire qui contient 6 atomes et dont le volume est le triple de la maille 
élémentaire. 
V.5 Empilement cfc 

L’empilement est du type ABCABCAEX 

V.6 et V.7 Maille et plans réticulaires 

plan (111) plan(200) plan(220) 
les intersections d’un plan (hkl) avec les axes a,b et c se produisent en l/b, l/‘k et I/l 
V.8 Distance interékxdaire entre plana (111) 

Il y  a 4 plans du type (111) le long de la grande diagonale du cube et donc 3 distances 
a 3 il- interplanairesd’oùd = 3 = 21L3 pm. 

V.9 Distance interéticukire entre plans (200) et (220) 

Pour les plans du type (200) il y  a 3 plans le long de a et donc 2 distances interplanaires 
d’où d=a / 2 = 183 pm 
Pour les plans du type (220) il y  a 5 plans le long de la diagonale de la face ab et donc 4 

ad 
distances interplanaires d’où d = 4 = 129,4 pm 

Les calculs des 2 questions précédentes peuvent être également effectués en utilisant la 
formule valable pour les mailles cubiques: 

h2 + k2 + l2 -= 
di a2 

Vl Diagramme binaire CuZn 

VI. 1 Règle des phases 

V = n + 2 - e où n est le nombre de constituants indépendants et @ le nombre de phases. 
VI.2 Variancea A,B et C 

les diagrammes température-composition sont établis a pression constante donc la 
variante s’écrit comme : 
V=n+l-9 
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- Dans la zone A il y a une seule phase liquide et il y a 2 constituants donc la 

variante est égale à V = 2+1-1=2. II est donc possible de faire varier la composition et la 

température 

- Dans la zone B il y a 2 phases : le laiton a et la phase liquide, donc V = 2+1-2~1. 

- Dans la zone C il y a une seule phase : le laiton a donc V = 2+1-1=2 

VI.3 Variancea D, E, F, G, H et 1 

- Dans la zone D il y a deux phases solides : les laitons a et 6 donc V = 2+1-2~1 

- Dans la zone E il y a une phase solide : le laiton 6, donc V = 2+1-1=2 

- Dans la zone Fil y a deux phases : le laiton 8 et la phase liquide, donc V = 2+1-2=1 

- Dans la zone G il y a deux phases solides : les laitons 8 et y. donc V = 2+1-2=1 

- Dans la zone H il y a une phase solide : le laiton y, donc V = 2+1-1=2 

- Dans la zone 1 il y a deux phases : le laiton y et la phase liquide, donc V = 2+1-2=1 

VI.4 Point a2; 

Au point a2 il y apparition d’une phase solide le laiton a. 

VI.5 Composition en a3 

Au point a3, le laiton a contient 23 % de zinc et la phase Liquide 28 % de zinc. 

VI.6 Conservation des atomes 

Le nombre total d’atomes n se répartit entre la phase liquide et la phase solide 

n=nl+ns 

VI.7 Conservation du zinc 

La conservation du zinc s’écrit : 

an=bnl+cns 

VI.8 Règle du moment 

De la seconde relation on déduit: 

b n1 + c ns 
n = 

a 
et en égalisant avec la première relation on déduit : 

b 
n, + n, = 

n, + c ns 

a 
cela donne la regle des moments 

nl (a- b)=n, (c- a) 
“1 (c- a) 
C=(a- 

au point a3 le rapport nl/ns est égale à : nyhs= 2l3 

Sur le diagramme la mesure de la longueur des segments entre le point a3 et le solidus 

et le point a3 et le liquidus donne le même rapport nl/ ns. 

VI. 9 Aspect argenté 

Le laiton y est très riche en zinc (environ 60% atomique). Le zinc est un métal d’aspect 

argenté, un alliage riche en zinc possede le même aspect. 
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VII Etude de la difiusion des atomes de zinc dans le cuivre 

VII. Concentration surfacique maximum 

II faut calculer la surface de la maille (base de la maille hexagonale). La surface de la 
maille a déjà Bté caIcuIée a la question V.4 : 

S = 2 R2 & si la valeur du rayon ionique est prise à la question VII (R=137pm) 
on trouve : 

S = 2R2& = 2& (1,37 1(5s)2 = 6,60 10-16cm2 
Si le calcul est effectué avec le paramètre de maille de la partie V (a=266pm) on trouve 

a2& 
S=T = 6,138 10-16 cm2 

il y  a un atome par maille bidimensionneIIe, on en deduit la masse surfacique maximum : 
M 65,39 --= 

psurf - N,S 6,02214 1023 6,50 lo- 16 = L670 1o-7 g’cm2 

ou 
M 65,39 -= PS,f = N,S 

6,02214 10B 6,13 10-16 
= l,772 lu7 g/cm2 

VII.2 Compceition laiton y 

VII.3 Calcul du coefficient de diffusion 

Le coefficient de diffusion se calcule a partir de la formule 

D - Do exp($$) - 1,323 10-34 cm2 s-l 

Ce coefficient de diffusion est très petit et on trouve donc une concentration en zinc 
nulle à 2 10-5 cm de la surface au bout d’une heure 

c(x,t) = 
Q 

& 1,32 10-34 3600 
exp(-2,l 10m20) = 0 g/cm3 

VII.4 Température de la zone froide 

Il faut calculer le coefficient de diffusion en résolvant l’équation 

Q 
2 

c(x,t) = 
J;rDt 

exp(g) où toute les valeurs sont connues sauf D. On peut tracer 

lès deux courbes y(D) = c(2 106, t) J;cDt = 0.0093 ,/186,4956 D 

et z(D) pour D entre 10-l2 et 10T1l. 

On trouve 2 intersections une vers 2.15 10-12 et l’autre vers 5.55 10-12 
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2 1ur2 4 1012 6 lU’2 

D / cm 2 sM1 

En injectant ces valeurs dans la loi d’Arrhenius 

D - Do exp l-E,\ - on trouve des températures Tl= 889 K (616” C) et T2=923 K 
\ RT/ 

(650°C). D’apres l’ennoncé il faut sans doute retenir la Premiere valeur. 

PARTIE B : SYNTHÈSE DU CATALYSEUR DE JACOBSEN 

1 Stéréochimie et conformation du ~,%diaminocyclohexane 

1.1 le 1,2-diamino cyclohexane possede 3 stéreoisomeres le RR, le SS et la forme meso. 
1.2 Le R,R 1,2-diamino cyclohexane est représenté ci-dessous. 

1.3 Les deux conformations les plus stables sont la diéquatorial et la diaxial. 

@qc e%j: 

Il s’agit de deux conformations chaises 
1.4 La conformation la plus stable est la conformation diéquatorial où les deux 
fonctions amines NH2 sont en conformation décalées anti par rapport au cycle. De plus 
l’interaction gauche entre les deux fonctions amines est dans ce cas favorable car il y  a 
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formation d’une liaison hydrogène. Pour le conformère diaxial les fonctions amines sont 
en conformation gauche par rapport au cycle et subissent donc une forte gène stkique. 

Q 

diéquatorial diaxial 
Les paires libres des amines sont représentées par des petites sphères pointillees sur 
les dessins précédents. 
1.5 équilibreéquatorial m axial 

1nK =- “I;T” d’où K = 8.2 10-4 soit 99.92% du conformère diéquatorial et 0.02% du 

diaxial. 

II StéréocWe de l’acide tartrique 

II.1 Stéréoisomère de l’acide tartrique fondant à 146°C 
HOOC 

M 

OOH 

H‘\“‘” ‘-9,) 

HO OHH 

II.2 C’est la forme meso de l’acide tartrique de configuration absolue R,S où les deux 
carbones asymétriques de l’acide tartrique sont l’image l’un de l’autre par rapport au 
miroir perpendiculaire a la liaison C3-C4. 
II.3 les deux structures spatiales possibles pour l’acide tartrique optiquement actif sont: 

HOOC COOH HOOC COOH 

x 
I-P”’ ‘*- --.,,, 

H 
HO,\l*=’ ‘“#,, 

OH 
H 

HO H H OH 

II.4 acide tartrique (lR,2R) acide tartrique (lS,2S) 
II.5 Il est impossible de déduire la configuration absolue des carbones a partir du 
pouvoir rotatoire spécifique. 
II.6 La résolution de la structure moléculaire en utilisant la diffraction des rayons X 
permet de remonter a la configuration absolue. 
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II.7 l’exposant 25 precise la température à laquelle a été effectué la mesure du pouvoir 
rotatoire en degré Celsius. L’indice D précise la longueur d’onde à laquelle a été effectué 
la mesure du pouvoir rotatoire. Dans le cas présent il s’agit de la raie D du spectre 
d’émission du Sodium. 
II.8 11 suffit de faire la mesure du pouvoir rotatoire spécifique pour plusieurs 
concentrations de la molécule optiquement active et d’utiliser la formule donnant le 
pouvoir rotatoire spécifique. 

où a est l’angle de rotation mesuré, 1 la longueur de la cuve de mesure en décimètre et c 
la concentration en g ml-l. 
Par exemple si on effectue la mesure pour les concentrations 1 g ml-1 et 1,l g ml-1 dans 
le cas [a@ = +12” on mesurera des angles de rotation de a=12” et de 13”12’ pour une 
cuve d’un décimètre. En revanche si le pouvoir rotatoire est de [IX]~~ = - 348” on 
mesurera a= +12” et -22” 46’. 
On pourrait également envisagé d’utilser des cuves de mesure de longueur différentes en 
maintenant la concentration identique. Dans la pratique, la variation de la 
concentration est plus facile a mettre en oeuvre. 
II.9 Un mélange Bquimolaire de deux énantiomères est un mélange racémique. 
11.10 Les deux énantiomères possèdent le même point de fusion égale a 168°C et il est 
différent du mélange racemique. Le mélange racemique cristallise comme un corps pur 
dans un système cristallin différent (triclinique) de celui dans lequel cristallisent les 
énantiomières pures (monoclinique). Les interactions intermoléculaires qui 
conditionnent le point de fusion sont donc différentes dans un cristal du racémate et 
dans un cristal d’un énantiomère pur. Ceci explique les pointa de fusion différent. 
Le mélange racémique cristallise sous forme de monohydrate dans un réseau triclinique 
a= 8,06 Â, b=9,60 Â, c=4,85 Â, a-70,38” 6 = 97.20” et y  = 112,47”. 
Les énantiomères pures cristallisent dans des réseaux monocliniques 
a= 7,733 Â, b=5,966Â, c=6,18Â, a-90” p = 97.20” et y  = 90”. 

La forme meso cristallise dans un réseau triclinique 
a= 9,459 Â, b=6,464Â, c=5,396Â, a-68,99” fi = 76,36” et y  = 75,77”. 
La séparation spontanée d’un mélange racémique en cours de cristallisation en deux 
phases différentes énantiomériquement pures est l’exeption. Elle existe cependant, le 
cas le plus célèbre est le tartate double d’ammonium et de sodium Na(NQ) C4D4Oa où 
la séparation spontanée en deux sortes cristaux énantiomères a permit à Pasteur 
d’isolerles deux énantiomères. Mais il faut retenir qu’en général un mélange racémique 
cristallise comme un corp pur dans lequel les deux énantiomères sont présents et où ils 
se correspondent par un centre d’inversion qui est une opération de symetrie du C~~&IL 
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lII Résolution d’un mélange de (R,R) et (53,s) 1,2 diamino cyclohexane par 

l’acide L (+) tartrique. 

III.1 deux composés peuvent être obtenus le (R,R)-1,2-diammoniumcyclohexane mono 
L(+) tartrate et le (S,S)-1,2-diammoniumcyclohexane mono U+) tartrate . 
III.2 Les deux composés sont diastéréoisomères. 
III.3 les deux composés étant des diastéréoisomères, ils possèdent des propriétés 
physocochimiques différentes. Le (R,R)-1,2-diammoniumcyclohexane mono L(+) 
tartrate est moins soluble que le (S,S)-1,Zdiammoniumcyclohexane mono M+) tartrate. 

IV Préparation du catalyseur de Jacobsen 

IV.2 Le degré d’oxydation du manganèse dans le catalyseur de Jacobsen est de +III. Le 
manganèse est lié à 3 ligands chargés négativement l’ion chlorure Cl- et les deux 
oxygènes des fonctions phenolato Ph-O- qui apportent en tout 3 charges négatives. Il est 
également lié a deux ligands neutres : les deux paires libres des fonctions imines. Le 
complexe étant globalement neutre le manganèse se trouve donc à l’état d’oxydation 
+III. 
Remarque : en chimie de coordination il n’est pas d’usage de représenter les charges 
formelles comme dans les structures de Lewis. Leur représentation allourdirait 
considérablement les dessins. 
IV.3 Le rôle de l’air est l’apport d’oxygène nécessaire à l’oxydation de l’ion manganèse qui 
est au départ au degré d’oxydation +II dans l’acétate de manganèse. 

PARTIE C : SYNTHÈSE ASYMÉTRIQUE DE LA CHAÎNE 

LATÉRALE DU TAXOL 

Ph H 

X 
Ph Mg Br 

-> Ph ZH e Ph X - MgBr 

H Br KOH (ii) 6 
fondu VW? 

4 (i) 5 w 2/H&) 

1 
1 Ph COOEt Hz 

9 - 
H 

- Ph x COOEt 1 Ph -COOH 

H H 
catalyseur 6 7 

Cv) 

1.2 Structure de Lewis de CO2 
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3 Le réactif est I’éthanol et le catalyseur les ions H+. L’éthanol sert généralement à 

la fois de réactif et de solvant. 

4 Catalyseur de Lindar. C’est a dire du palladium métal déposé sur BaS04. Ce 

catalyseur est empoisonné (désactivé) par de la quinoline (quelques gouttes). // 03 \\ 
N 

Quinoline 

Il faut utiliser un catalyseur spécifique pour arrêter la réduction à I’alcène et ne pas 

continuerjusqu’à I’alcane. 

5 Il s’agit d’une cis-addition l’hydrogène est absorbé dans le palladium (formation d’un 

hydrure) et I’alcyne se fixe sur la surface du catalyseur. L’addition se fait donc du même 

côte de la triple liaison et on obtient l’isomère Z 

, m FH CO) - / :yooH / 

6 Les autres produits formés sont l’isomère E et le dérivé complètement réduit. 

ph-CooH 

7 NaCIO agit comme oxydant dans la réaction d’epoxydation. Il fournit l’atome 

d’oxygène 

8 La conformation absolue des carbones asymétriques est (2R,3R). Le produit formé 

est le (2R,BR)-Ethyl3-Phenylglycidate. Dans ce cas, il faut faire attention a l’ordre des 

substituants en nomenclature R,S. 

9 Avec un peracide on aurait obtenu les deux isomères optiques le (2R,JR)-Ethyl3- 

Phenylglycidate et le (2S,JS)-Ethyl 3-Phenylglycidate. Le mécanisme est une syn 

addition de l’oxygène. Cependant l’attaque peut se faire sur une face ou sur l’autre face 

de la molécule et on obtient les deux isomères, en revanche on n’obtient pas les deux 

autres diastiréoisomères. 

10 La réaction permet d’obtenir qu’un seul des énantiomères le (2R,SR)-Ethyl 3- 

Phenylglycidate. 

11 Le mécanisme est du type SN2 et l’ordre des substituants dans la nomenclature 

R,S ne change pas. On obtient, du fait de l’inversion de configuration sur le carbone 2, le 

(2S,3R)-3-Phenylisoseriamide. 
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:o: 
. . 

R 
4 

NH2 _ 
:o: 
# 

:NH3 

13 L’hydrolyse basique donne la base conjugue de l’acide RC00. l’ajout de H+ permet 
de protonner la fonction carboxylate pour obtenir l’acide RCOOH. L’ion SO42 sert à 
précipiter les ions baryum (KS BaS04 = 1.,7 iO-16. Le sulfate de baryum sera donc 
facilement éliminer par filtration. 
14 On fait réagir le chlorure de l’acide benzoïque sur 12 pour obtenir 1 

Ce réactif est obtenu en faisant réagir l’acide benzoïque avec SOC12 

PhCOOH + SOC12 M PhCOCl + HC1 + SO2 

équation bilan de l’étape (ix) 
PhCOCI + RNH2 M PhCONHR + HC1 

15 Les H+ de l’acide chlorhydrique protonnent la fonction amine du produit 12 et le 
transforme en ammonium. Pour éviter ce problème on ajoute généralement une 
ammine tertiaire ou de la pyridine. Une autre possibilité est l’ajout de NaHC03 qui 
capte les protons en libérant du CO2 gazeux. 

16 Dans l’étape (ix) une fonction amide se forme, si l’hydrolyse de l’étape (viii) n’était 
pas réalisée le produit contiendrait 2 fonctions amides et il serait impossible 
d’hydrolyser spécifiquement une de ces deux fonctions. L’hydrolyse conduirait au produit 
12 et non pas à 1. 
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Agrégation 
(Concours Interne) 

OPTIONS : PHYSIQUE ET CHIMIE ET PHYSIQUE APPLIQUÉE 

Composition avec exercices d’application - Session : 1996 

Option : PHYSIQUE APPLIQUÉE 

PREMIER PROBLÈME 

I-PREMIERE PARTIE - MODELISATION 

I-I Schémas fonctionnels 

I- l- 1 Hacheur 

l-l-2 Groupe moto-rkducteur 

I-l-3 Poulie et poutre 

I-2 Modélisations 

l-2- 1 Relation entre Vx et Ues : Vx = Kus Ues 

l-2-2 Relation entre Vx(p), rrx(p) et O,S(P) : 

V, = ry 1, + K,, aTx (A) 

rrs = Kc, 1, (B) 

Schéma fonctionnel correspondant 

247 
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I-2-3 Relation entre B,x(p) et vx(p) 

I-2-3-1 

I-2-3-2 Mise en kquation 

1-2-3-2-1 Axe rotorique 

J, 
d2 0, 
L = Tru - F, r, 

dt2 ‘ 

l-2-3-2-2 Axe de la poulie d’attaque 

J2 
d2 8# 
-=F,r,-FxR, 

dt2 

l-2-3-2-3 Poutre transversale 

d2x dx 
%d;Z=FX-fXz 

I-2-3-24 Poulie d’attaque 

x = Rx esx 

I-2-3-2-5 Réducteur 

0,~ = n %X 

I-2-3-2-6 

[J, + ni (J, + mx R$I 
d2erY de, 
~+n~fXR~dt=Trx 

dtz 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(f-3 
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Avec l’hypothèse, JIx = moment d’inertie (rotor + rkducteur + poulie d’attaque), ramené sur le 

rotor du moteur Ms. (6) s’dcrit : 

d2% 
[J, + ni mx R:I - 

derY 
d? 

+ ni f ,  Ri -$ = Tu 

soit, dans le domaine frkquentiel complexe : 

[(J, + ng mx Ri) p + ni fx R;I P 0,x(p) = rrx(p) 

Scht?ma fonctionnel correspondant : 

I-2-3-2-7 Liaison avec I-2-2 Cvidente 

d’où : 

avec : 

or,(p) K,, 1 
Transmittance : v,(p) = - 

r,x 
P UJ, + n: mx R$ P + nt fi Ri + 

Kcx Ke, 
21 

‘x 

I-2-4. 

x (PI= R, nx 8, (P) 
V,(P) 

et U,, (PI = K 
UY 

X(P) K 

&&)=P(I +Tp) 

K= 
K”X Rx “x Kc, 

‘x nx fx RX + Kcx Kes 
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et : 
2 2 Jr, + “x mx Rx 

T= 
rx ns f, Ri + K,, K,, 

‘x 
. 1 

I-2-5 Pour mx = 30 kg 

K = 1,807 x 10.’ m.V-’ 

T = 2.508 x 10.* s 

Pour mx = 60 kg 

K = 1,807 x 10-I m.V’ (inchangé) 

T = 3,448 x 10.* s 

I-2-6 11 s’agit d’une commande de vitesse (une constante à I’entrbe donne une vitesse en 

sortie). 

I-3 Etude de l’influence de l’blasticité de la courroie 

I-3-1 Etude ptiliminaire 

1-3-1-I Allongement : x = x, + x* 

1-3-l -2 F = K1 x, = KZ x2 

soit : 

d’où : 

La raideur Equivalente est donnCe par : 

1 1 1 
Ic=K;+K; 
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I-3-l -3 

Comme J’2 = 0, Kz et K3 sont en skie. 

avec : yx = Rx Oqx 

I-3-I-5 

K,+ =x 
1 K2=s=- 

2 3 %-X1 

I-3-2 Modélisation 

I-3-2-l 
2 

mxb:=(K,+K’~)[yX-X]-f~~ 
dt 

Soit encore : 

en posant : Kx = K, + K’* 

251 

I-3-2-2 rqx = Rx (FI + F2) 

avec : FI = K, (yx - x) 
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d’où : r,x = Rs (us - x) KS 

soit : 

FI = K’? (yx - x) 

l-3-2-3 - L’tquation (1) du I-2-3-2- 1 est inchangée. 

J, 
d* 8,x 
i = Trx - F, r, 

d? ‘ 
(1’) 

L’bquation (2) s’tcrit : 

d2 Tgu 
J2 - 

dt* ’ 
= r,u r2 - rq (2’ ) 

avec : r,, = Rx Kx (Rx $.Y - x) 

L’Cquation (3) devient : 

2 
mxd;+fx~+KX~=RX&~KX 

dt 
(3’) 

L’Cquation (4) devient : 

YX = Rs 0,s (4’). utiliske en I-3-2-1 et l-3-2-2. 

L’dquation (5) est inchangke : 

%X = n %X (5’) 

En conservant les relations : rl = r2 ns et J1 + nzx Jz = Jrx, on obtient : 

[J,, mx pJ + J, fs p3 + (J, K, + ni mx K, Ri) p* + ni K, f,  Ri PI oeu = 

nx (mx P* + f, P + Kx) rrx 

I-3-24 Transmittance du systhme complet : 

X(P) x(p) 8+(P) l-rx(P) Vx(P) 
---- 

%iGJ = e#(p) rdp) v~(P) %-@) 
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X(P) Rx Kx -= 
equ(p) mx P’ + f, P + K, 

(Cquation (3’) 

f$(P) nx(mxP2+fxp+Kx) 
-= 
rrx(p) J, mx p4 + J, fx p3 + (Jrx K, + ni mx Kx Ri) P* + ni Kx fx Ri P 

rrx(p) 
Calcul de v,(p) : 

P ‘?+y(~) I%x 
V~(P) -K,x- - 

“X 1 ‘X 

d’où : B@(P) = nx 
K,, Vx -rx T,(P) 

Kex Kcx p 

En posant : 

O#(P) A(P) 
-=nxB(p) 
r,(P) 

on obtient : e,,(p) B(P) = r,x(p) nx A(P) 

soit : 
Kcx vx - ‘x r,y(P) 

“X 
Kex Kcx p 

B(P) = r,Jp) nx A(P) 

d’où : 
rdP) B(P) K,, 

m = A(P) K,, K,,P + ‘x B(P) 

Comme : 
Vx(P) 
Q$=Kus 

On obtient finalement : 

2.53 

x(p) RXKX nx A(p) B(P) K,, 
-- 

ü&Gl= A(P) B(p) A(P) K, K, P + ‘x B(P) 4l.s 
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Ou encore : 

X(P) Rx Kx kx K, “x 
v,,(p)= rx J,, rnx p4 + (rx J, f ,  + K,, K, %) p3 + [rx (J, K, + ni mx Kx Ri) + ... , , 

. . . K,, K, fxl P’ + (K,x Kcx K + rxniKxfxR$p x 

X(P) 
On peut tcrire w sous la forme : 

a’0 1 

Ki 
p[l+;p+;p2+ ;P31 

avec : 
a’ 

’ K= K.K Rx Kcx “x -= 
ao K, K, + rx nx: fx Ri 

a1 rx J, Kx + rx 6 mx KX Ri + &X K,x fi -= 
ao 

b, = 
K, WeX K,, + rx ni fx Ri) 

’ b 
‘x Jr, fx + Kex %x mx -= E 

ao 2 K, (Kex K,, + rx ni fx Ri) 

$b3= rx Jrx mx 
K, W,, K,, + rx ni fx Ri) 

[ 

1 1 
On rappelle que Kx vaut : ESX x+- 3 

I-3-2-5 Calcul numérique de Kx 

Excursion de 10 % avec Lx = 3.5 m : X = 0.35 m 

K, = 2. 106 [ A5 - As] = 6,015. 106 N. mm’ 

Excursion de 90 % avec Lx = 3 5 m : X = 3,15 m 
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1 = 1,154.106 N. m-t 

Tableau de calcul des différents coefficients de la transmittance : K, bl, b2. b3 (Unités : K en 
m.V-1 ; bl, b2. bj en U.S.1) 
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II-DEUXIEME PARTIE - ETUDE D’UNE COMMANDE ANALOGIQUE 

II-1 Etude de la prtkision statïque 

II-l- 1 SchCma fonctionne1 

X(P) 

II-l-2 

X(P) 

avec retour unitaire : 

X(P) 

II-l-3 

avec : 

K,, K G(P) 
H(p) = 1+ K,, KG(p) 

d’où : 

Iii0H(p) - 1 . du fait de I’int&ration en Boucle Ouverte. 

G(t) = at. u(t) 
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2.57 

A. N. : :ifm E(t) - a 
0,186,25A 

= 0,89; 

II-l-5 

Y 

Supposons un départ de 0 (0.0) avec les conditions suivantes : 

x’(t) = vox (constante) ; y’(t) = 0 

A partir de A (XI, 0) on maintient x’(t) = vO* et on applique y’(t) = voy (=v,~ par 
exemple). La trajectoire suivie à partir de A ne sera pas (T), mais (T’). D’où une erreur de 
trajectoire. Bien entendu ce rhltat se géntralise, mais la variation simultanée de x’(t) et y’(t) 
donne lieu à des trajectoires plus compliquées. 

II-l-6 (Voir 11-14) 

E, - 0.89; d’où :A 
0,5 

- o,d- - 0,89--? I 222 2 
E, 2x10- ’ 

II-2 Etude de la stabilité et de la correction 

11-2-l Stabilitk de l’asservissement de l’axe X : 

La transmittance en boucle ouverte ne comporte pas de pôle dans le 1/2 plan droit, on 
peut donc appliquer le crithe du revers. 

StabilitC du procédé 1 : on peut augmenter A de 20.5 dB 
d’où stabilité pour 0 < A < 1695 

Stabilité du procbdé 2 : on peut augmenter A de 6,2 dB 
d’où stabilitb pour 0 < A < 327 
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La stabilité sera assurée quelque soit X variant entre 10 % et 90 % de l’excursion totale, 
si : 

10<A<327] 

B-2-2 Marge de phase suptrieure à 45” 

Procédé 1 : il faut diminuer A de 105 dB 
soit A < 48 

Procédé 2 : il faut diminuer A de 13.5 dB 
soit A < 34 

Marge de phase suptrieure à 45” quelque soit X variant entre 10 % et 90 % de 
l’excursion totale, si : 

11-2-3 Approximation du mode dominant. 

Pour un second ordre on calcule le premier dépassement Di selon l’expression : 

D,% 
100 -exp-fi 

Pour D, = 9 % (0.09). on calcule z = 0,61 

Pour cette valeur de z, et toujours pour un second ordre, on aura un coefficient de 
surtension Q donné par : 

Q- ’ 
2zJïz 

(puisque le gain statique de boucle fermée vaut 1) 

d’où : Q = 1.04 soit 0.3 dB 

La marge de phase correspondante (voir abaque de Black) est de 60” environ (chaque 
lieu de B.O., tangent au contour 0,3dB, passe a peu près par [0 dB, -120”] ). 

[Proctdé 1: il faut diminuer A de 16 dB 

iAa25 
D,9%:( 

Procédé 2 : il faut diminuer A de 20 dB 

A = 16 

Pour avoir D < 9 % quelque soit X variant entre 10 % et 90 % de l’excursion totale, on 
choisira : pT?q 

B-2-4 On veut A = 222 (B-1-6) soit 20 log A = 47dB 

Procédé 1 : marge de phase = 20” (figure 3) 
Procédé 2 : marge de phase = 12” (figure 4) 

11-2-4-I ProcédC 1 : il faut avancer de 40” (W-200) 
Procédé 2 : il faut avancer de 48” (W-12”) 
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11-2-4-2 Avance maximum apportée par C(p) : 

a- 1 
arg [C(jw)],,,, = arc sin a+l 

pour 40”. il faut a = 4.6 
pour 48”. il faut a z 6.8 

On peut prendre a = 7, mais compte tenu de l’augmentation de gain apportée par le 
correcteur, on sait qu’il faut majorer a. On peut choisir le double, soit : 

Cette valeur de a permet une avance de phase maximum de 60”. 

11-2-4-3 Il faut s’arranger pour que la pulsation à gain unité obtenue après 
correction n’ait pas lieu au-dessus de 15Ord.s1. En effet (voir figure 4). après cette pulsation, la 
courbe de phase chute brutalement, alors que le gain remonte. Dans ces conditions, un 
correcteur à avance de phase serait totalement inefficace. 

On rappelle les caractéristiques (gain et phase) du correcteur C(p) : 

1 + a’&’ P(.@)l- l+t2w2 et r arg[C(jo))l= arctgatw - arctgtw 

Pour A = 222, le minimum de la courbe de gain en B.O. est obtenu pour w = lCiOrd.s-i 
et vaut -3,6dB environ. 

Pour cette valeur de w et pour a = 14, il suffit de choisir : ICcjw)/ = 3,6 dB 

d’où.le choix de t : 

Pour o = 15Ord.s-1, le gain de B.O. du système corrigé vaut alors OdB et la phase est 
avancée de 44” environ, ce qui donne une marge de phase de 41”. donc insuffisante. 

11-2-4-4 Ce type de correction est mal adapté a une fonction de transfert 
comportant en B.O. un second ordre peut amorti : présence de résonance et de brusque variation 
de phase de 180”. 

11-2-S Une correction par correcteur en réaction de type correction tachymétrique 
pourrait paraître bien indiquée puisqu’on dispose des signaux de vitesse (existence de dynamos 
tachymétriques sur les arbres de MX et Mi). Toutefois elle n’apporterait que peu d’amélioration 
puisqu’elle ne concernerait qu’une partie de la chaîne directe (voir ci-après). 
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1 er ordre 2e ordre 

Utilisabon de la dynamo tachymétrique du moteur Mx. La transmittance qui “pose problème” 
n’est pas modlf&e. 

Utilisation du signal fourni par le capteur incrémental de coefficient KiX : on dérive l’information 
(numbique) avant d’en appliquer une partle sur la commande. 

11-2-S-2 Une correction par correcteur en réaction diminue toujours le gain, et 
en particulier ici, le gain statique (qui est un gain statique de vitesse, du fait de l’intégration en 
B.O.). 

On peut associer un passe-haut à la transmittance K’lx p, ce qui annulera ses effets aux 
basses fréquences et permettra de ne pas modifier l’écart de traînage. 

La synthèse du correcteur peut être faite par les méthodes classiques : 
- approchées, a partir du tracé des courbes de gain 
- directement, par utilisation d’un logiciel spécialisé. 
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III-TROISIEME PARTIE - ETUDE D’UNE COMMANDE NUMERIQUE 

III-1 Analyse de l’asservissement 

III-I- 1 Représentation d’un CAN de gain unitb : interrupteur fonctionnant a la période 
d’échantillonnage. 

e(t) e* 0) 

III-l-2 Représentation d’un CNA de gain unité : échantillonneur suivi d’un bloqueur 

B, (p) : transmittance d’un bloqueur d’ordre i. 
En général on prend i = 0 

III-l-3 

E(P) SE* (p)r;;jjst,- x(p) 

III-l-4 Modification du schéma fonctionnel précédent pour que I’entrée represente 
directement la commande de déplacement et non plus son image. 

x* (PI 

1 _ e-Tp 
Bu (p) = - 

P 

Y*(P) 
- - Ci*(p) - BO(~)F(p)* 
x*(P) 

III- l-7 En se referant a III- 1-4, on peut &-ire : 

(P) 

F*(p)+,*(p)- x*(p)]K;,A*-[E,*(P)-x*(p)]K,xA 
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d’où : ~*(P~~+O,~~K,,A.B,(P)G(P)*]= E, *(P)~,~~K,,A.B,(P)G(P)* 

La transmittance échantillonnée s’écrit : 

x*(P) 0,18K,xA.B,oG(p)* -= 
E, *(p) 1+0,18K,,A.B,* 

III-l-8 

calcul de 
fl-e-Q 1 1 

~Wp)G(p)]= ZI-- 
1 P p(]+tp)j 

f 
2 

Z[B,(P)G(P)] = (1 - Z-‘11 Tz-’ _I 
@l-e ‘)z-’ ’ 

,[l -z-y - (1 - z-‘)(l _ e-:z-y; 

numériquement : Z[B,(P)G(P)]- IO-‘z-’ l -(f’z:.yt f$ 

H(z) = $$ = 1,13Az-’ 
[T-t+te-j]+z-‘[t-(T+~)e~:l 

T T T T 
t l- z-‘[l + em; - 1,13A(T - t+ te-‘)] + z-‘[e-’ - 1,13A[(T + T)e7 -t]] 

numériquement : 

H(z) = l,13.10-3Az-’ 
1,3 + 1.18~” 

1 -(1,75- l,47.W3A)z-’ + (0.75 + 1,33.10-‘A)z-’ 

III-2 Etude de la précision en régime établi 

111-2-l Erreur d’ordre 1 

x(z) = 3 1,13x10-3Az-~ 
1.3 + 1,182.’ 

l- (1,75 - 1,47.10-‘A)z-’ + (0,75+ 1,33JO”A)z- 

lj~lx*(t)=ljy,(l -z-‘)x(z)=xO 
1,47,lO”Az- + 1,33.10-‘A~-~ 

1 - (1,75- l,47.10-‘A)z-’ + (0.75 + 1,33.10-‘A)z-’ z = l 
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lim x*(t)-xO:‘~‘~~~~-xO 
t--7 < . 

[!imJ 
L’existence de cette limite est conditionnee a la 

stabilité de l’asservissement. 

111-2-2 Erreur d’ordre 2. 

Tz-’ ] 
~(z)=E,(z)[l-H(z)]=a- 

1 - 1,75z-’ + 0,75z-’ 1 
(1 - z-l)? 11 - (1.75 - 1,47.10”A)z- + (0,75+ 1,33.10-3A)z-2 1 

Tz-’ 
~~~E*(t)~l~~,(l-z~‘)a~ 

(1 - z-‘)(I -0,75z-‘) 
(1 -z- )- [l-( 1,75- 1,47.10-3A)z-’ +(0,75+ 1,33.10-3A)z”] 

!iFS E*(t) -a 
0,2sr 

28110-3A 
- 0.893; 

L’existence de cette limite est conditonnée à la stabilité de l’asservissement. 

H-2-3 0.5 
A- 0,893a - 0,893-1; - 223 

E *I=I 2.10‘ 

III-3 Etude de la stabilité 

111-3-l La stabililité dépend aussi de T 

111-3-2 On applique le crittre de ROUTH-HURWITZ au dénominateur de la 
transmittance H(z). Soit D(z) ce dénominateur. Qn a : 

D(z)=1 -z-‘[l+ e-: - 1,13A(T - t+ te-:)] + z?[ e-: - l,13A[(T + T)e‘: -711 

Avec A = 223, on obtient numeriquement : 

D(z) = 1 - [l +eT* -2X22+8,83-8,83 esTr]zml + [e-T’r-252Te-T’1-8,83eeT’*+ 8,83]2 

Qn applique la transformation bilinéaire qui fait correspondre l’intérieur du cercle de 
rayon unité du plan des z au 1/2 plan gauche du plan auxiliaire h: 

soit : z = (h+l)/(h-1) ou encore : z-t= (h-l)/(h+l) 
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Le critère de ROUTH-HURWITZ s’applique alors dans le plan h au polynôme : 

D(h)= 1 - [1 + e -T’-252T +8,83-8.83e 

2 

+ Le - Th - 252 T e- T’T - 8,83 e- T’r + 8,831 
h-1 

f  I - 
\A+ 1) 

D(A) est de la forme : 

2 A-l h-l 
I+b,- f  I 

h+l 
+bz- = 

(A + 1)’ + b, (A2 - 1) + b,(h - 1) 

\A+ 1) (h + q2 

l’équation D(h) = 0 s’écrit : k? ( I+b,+bz)+2h( l-b,)+l-b,+b? = 0 

Cette équation aura toutes ses racines dans le l/2 plan gauche si (conditions de Routh) : 

I-bt+bz >O 
1-b >o Ii 
l+b,+b? >O (3) 

(1) s’écrit : 1966 - 15.66 e-Tir - 252 T ( 1 +e-T’l) z 0 
(2) s’écrit : 7.83 (e-Tir - 1) + 252Te-r’-i > 0 ::; 
(3) s’écrit : 252 T ( 1 -e-Tir) > 0 (3) 

(3) est vérifié pour e-TX < 1 , soit pour : m 

(2) est vérifiée quelque soit T ; en effet la dérivée par rapport à T du premier membre s’annule 
pour T = 3,929 x 10-3s. Pour cette valeur de T la fonction est positive et vaut 1,946 (on peut 
vérifier qu’il s’agit d’un minimum). 

(1) est vérifiée pour T < 52,37ms (environ) 

Avec A = 223, l’asservissement sera stable pour: 

OcT<52,37ms 

On note que la stabilite est acquise pour T = lOms, ce qui justifie a posferiori la validité du 
résultat obtenu en 111-2-3. 



PREMIÈRE PARTIE

MISE EN ÉQUATION

I.1. Les équations des flux dans la machine asynchrone.

φs1 = Ls is1 + Ms is2 + Ms is3 + Msr11 ir1 + Msr12 ir2 + Msr13 ir3

Ls : inductance statorique par phase.
Lr : inductance rotorique par phase.
Ms : inductance mutuelle entre deux phases statoriques.
Mr : inductance mutuelle entre deux phases rotoriques.

Ces termes sont propres à chaque circuit (statorique ou rotorique) et ne dépendent pas d e θ.

[Msr |θ|] est une matrice 3 × 3 qui exprime que chaque phase rotorique envoie du flux dans chaque phase

statorique. Ces termes dépendent évidemment de la position du rotor repérée par θ.

La saturation du fer de la machine peut perturber la proportionnalité du flux aux couran ts.

I.2. Considérons le champ magnétique envoyé par chaque phase rotorique dans la phase statori que n° 1 :

B
→

r = B
→

r1 + B
→

r2 + B
→

r3

En projection sur l’axe de la bobine statorique n° 1 :

Brn1s = Br1 cos θ + Br2 cos 



θ – 

2π
3



 + Br3 cos 




θ – 

4π
3




Chaque champ rotorique est proportionnel au courant rotorique correspondant :

Brn1s = k1r i1 cos θ + k2r i2 cos 



θ – 

2π
3



 + k3r i3 cos 




θ – 

4π
3




L’hypothèse de la machine symétrique impose k = k1 = k2 = k3.

D’où le flux à travers la phase statorique n° 1 :

φs1 = M0 ir1 cos θ + M0 ir2 cos 



θ – 

2π
3



 + M0 ir3 cos 




θ – 

4π
3




Pour passer à la phase statorique 2, il suffit de changer θ en θ – 
2π
3

.
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On a bien :

















φs1

φs2

φs3

















 = M0 

















cos θ

cos 



θ – 

2π
3




cos 



θ – 

4π
3




    

cos 



θ + 

2π
3




cos θ

cos 



θ – 

2π
3




    

cos 



θ – 

2π
3




cos 



θ + 

2π
3




cos θ

















    

















ir1

ir2

ir3

















M0 est l’inductance mutuelle maximale entre une phase statorique et une phase rotorique.

I.3. Considérons le champ à travers la première phase rotorique :

B
→

s = B
→

s1 + B
→

s2 + B
→

r3

Bsn1r = Bs1 cos θ + Bs2 cos 




2π
3

 – θ



 + Bs3 cos 





4π
3

 – θ




d’où le flux φr1 = M0 is1 cos θ + M0 is2 cos 



θ – 

2π
3



 + M0 is3 cos 




θ + 

2π
3




φr2 et φr3 se déduisent par permutation circulaire sur l’angle.

On a donc bien [Msr (θ)]
t = [Msr (θ)]

I.4. Posons a = e
 j 

2π
3  et ϕ = f(t) en remarquant que a3 = 1 et a2 = 

1
a

.

I.4.1. i
^
1 = i

^
 = i

^
2 = i

^
s (système équilibré)

v1 = v̂ 
e jθ + e – jθ

2
v2 = v̂ 

a e jθ + a2 e – jθ

2
v3 = v̂ 

a2 e jθ + a e – jθ

2

i1 = i
^
 
e jϕ + e – jϕ

2
i2 = i

^
 
a e jϕ + a2 e 2 – jϕ

2
i3 = i

^
 
a2 e jϕ + a e – jϕ

2

i1v1 = 
i
^
 v̂
2

  e
 j (θ + ϕ)

 + e
 – j (θ + ϕ)

 + e
 j (θ – ϕ)

 + e
 – j (θ – ϕ)



i2v2 = 
i
^
 v̂
2

 a
2 e

 j (θ + ϕ)
 + a e

 – j (θ + ϕ)
 + e

 j (θ – ϕ)
 + e

 – j (θ – ϕ)


i3v3 = 
i
^
 v̂
2

 a e
 j (θ + ϕ)

 + a2 e
 – j (θ + ϕ)

 + e
 j (θ – ϕ)

 + e
 – j (θ – ϕ)



1 + a + a2 = 0   ⇒    ∑ 

k = 1

3

  ik vk = 
i
^
 v̂
2

 3 e j (θ – ϕ) + 3 e – j (θ – ϕ)


D’où ∑ 

k = 1

3

  ik vk = 
3
2

 i
^
 v̂ cos [θ – f(t)]
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Lorsque f(t) = ωt où ω(t) est la pulsation instantanée des courants statoriques, on reconnaît le
théorème de Ferraris : trois champs pulsants triphasés dont l’amplitude est répartie géom étri-

quement de façon sinusoïdale avec un déphasage de 
2π
3

 d’un champ sur l’autre donnent une

onde progressive en rotation à la vitesse ωs .

La permutation v2 → v3 revient à changer θ en – θ, on a alors affaire au système inverse :

∑ 

k = 1

3

  ik vk = 
3
2

 i
^
 v̂ cos [θ + f(t)]

l’onde progressive tourne en sens inverse à la vitesse ω.

I.4.2. Définition d’un vecteur complexe triphasé.

[a] = [Lss] (1  a  a2)    










Ls

Ms

Ms

  

Ms

Ls

Ms

  

Ms

Ms

Ls











or a + a2 = – 1

On obtient la matrice uniligne :

[a] [Lss] = (Ls – M)  (1  a  a2)

= Ls [a]

Ls = Ls – Ms est l’inductance cyclique statorique :

[a] 

Msr (θ)

 = M0 (1  a  a2) 
















cos θ

cos θ

cos θ

   

cos 



θ + 

2π
3




cos 



θ + 

2π
3




cos 



θ + 

2π
3




   

cos 



θ – 

2π
3




cos 



θ – 

2π
3




cos θ
















Le résultat est une matrice uniligne dont le premier terme s’écrit :

M0 



cos θ + cos 

2π
3

 cos 



θ – 

2π
3




 + cos 

4π
3

 cos 



θ + 

2π
3




 + j 




sin 

2π
3

 cos 



θ – 

2π
3




 + sin 

4π
3

 cos 



θ + 

2π
3









= 
3
2

 cos θ

↓

«théorème de Ferraris» appliqué au cas où f(t) = 0.

Le terme en j s’écrit :

0 – cos 




π
2

 + 
2π
3



 cos 




θ – 

2π
3



 – cos 





π
2

 + 
4π
3



 cos 




θ + 

2π
3
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ce qui le rend le justiciable du «théorème de Ferraris» appliqué au cas où i
^
 = 1, v̂ = 1 et

f(t) = – 
π
2

. Il faut donc :

3
2

 cos 



θ – 

π
2




Le premier terme de la matrice uniligne s’écrit bien 
3
2

 e jθ. On passe au deuxième terme en

faisant θ → θ + 
2π
3

, ce qui revient à multiplier par e
 j 

2π
3 .

On a donc bien [a] [Msr (θ)] = 
3
2

 M0 e jθ (1  a  a2)

I.4.3. D’après la définition du vecteur triphasé complexe :

φ__ s = [a] [φs]  et  i_ s = [a] [is]  i_ r = [a] [ir]

[a] [φs] = [a] [Lss] [is] + [a] [Msr (θ)] [ir]

d’où φ s___ = Ls [a] [is] + 
3
2

 M0 e jθ [a] [ir]

φ s___ = Ls is__ + 
2
3

 M0 e jθ
 ir__ M = 

3
2

 M0

Avec [Mrs (θ)] , les systèmes directs deviennent des systèmes inverses dans le calcul de

[a] [Mrs (θ)] : cela revient à changer θ → – θ.

Pour un calcul identique, on en déduit :

φr__ = 
3
2

 M0 e
 – jθ

 is__ + Lr ir__

d’où




φs__
φr__



 = 




Ls

M e – jθ  
M e jθ

Lr




   




is__
ir__




I.5. Identification de quelques paramètres de la machine asynchrone.

I.5.1. Mesure de LLLLs .

a. u12s = 
dφ1s

dt
 – 

dφ2s

dt
  avec   

dφ1s

dt
 = 

d
dt

 (Ls i1s + Ms i2s)  et   
dφ2s

dt
 = 

d
dt

 (Ls i2s + Ms is)
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d’où u12s = (Ls – Ms) 




di1s

dt
 – 

di2s

dt





i2s = – i1s  ⇒   u12s = 2 Ls  
di1s

dt
 = 2 Ls  

dis
dt

Si  is = i
^
s cos ωst u12s = – 2 ωs i

^
s Ls sin ωs t

u12s = û12s sin ωs t avec  û12s = 2 Ls ωs i
^
s

D’où en valeur efficace U12s = 2 Ls ωs Is

b. Ls = 0,33 H

c. Autres méthodes de mesurage de Ls . Dans le cas d’un moteur à rotor bobiné, on mesure

les grandeurs statoriques  Is ,Vs , la tension composée rotorique U?? la puissance active absorbée

au stator P (trois phases alimentées).

I.5.2. Mesure de LLLLr .

Le même type de calcul conduit à : Lr = 
U12r

2 ωs Ir

Lr = 19 m H

I.5.3. Mesure de M : essai rotor à vide.

a. Relations sur U12r et U12s .

u12s = 
dφ1s

dt
 – 

dφ2s

dt
  u12r = 

dφ1r

dt
 – 

dφ2r

dt

1, 2, 3 → + d’après la figure.

Très équilibré :  i1s = i
^
s cos ωs t

i2s = i
^
s cos 




ωs t + 

2π
3




i3s = i
^
s cos 




ωs t + 

4π
3
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1) u12s φs1 = Ls is1 + Ms is2 + Ms is3

φφφφs2 ==== Ms is1 ++++ Ls is2 ++++ Ms is3

φs1 – φs2 = (Ls – Ms) is1 – is2 (Ls – Ms) = Ls (is1 – is2)

is1 – is2 = îs 



cos ωs t – cos 




ωs t + 

2π
3








– 2 sin 



ωs t + 

π
3



 sin 




– 
π
3




↓

is1 – is2 = √3 i
^
s sin 




ωs t + 

π
3




u12s = 
d
dt

 (φs1 – φs2) = √√√√3 îs LLLLs ωωωωs cos 



ωωωωs t ++++ 

ππππ
3




u12s en avance de + 
π
2

 ⁄ is1

U12s = √3 Is Ls ωs

Autre méthode

φs__ = Ls is__ les deux vecteurs ont des composantes proportionnelles sur la famille génératrice

1, a, a2

u12s en avance de + 
π
3

 ⁄ is1

U12s = ωs Ls Is √3

Fresnel applicable en régime permanent.
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2) u12r φ1r = M0 



cos θ isi + cos 




θ – 

2π
3




 is2 + cos 




θ + 

2π
3




 is3





Attention : Ferraris a été établi pour           i2 en retard de 
2π
3

 ⁄ i1.

Ici, on a :

cos ωs t

cos 



ωs t – 

2π
3





cos 



ωs t – 

4π
3





  















   

ωs t → – ωs t

→
   















  

cos ωs t

cos 



ωs t + 

2π
3





cos 



ωs t + 

4π
3





  

Cela revient à changer ωs t en – ωs t dans le résultat :

φ1r = M0 
3
2

 i
^
s cos (θ + ωs t)

De même φ2r = M0 



cos 




θ + 

2π
3




 is1 + cos θ is2 + cos 




θ – 

2π
3




 is3





φ2r = 
3
2

 M0 i
^
s cos 




θ + 

2π
3

 + ωs t




φ1r – φ2r = M i
^
s 



cos (θ + ωs t) – cos 




θ + 

2π
3

 + ωs t








= M i
^
s × (– 2) sin 




θ + 

π
3

 + ωs t



 sin 




– 

π
3




φ1r – φ2r = M i
^
s √3 sin 




ωs t + θ + 

π
3




u12r = M i
^
s √3 ωs cos 




ωs t + θ + 

π
3




U12r est une avance de phase de θ + 
π
3

 ⁄ is1

U12r = M √3 ωs Is

u12r est en avance de θθθθ ⁄⁄⁄⁄ u12s .
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Autre méthode

φr__ = M e – j θ is__ . Les composantes φr__ sur la famille génératrice 1, a, a2 sont celles de is__ retardées

de θ et multipliées par M.

u12r en avance de 
π
3

 + θ

φ12r eff = M Is 
φ1r – φ2r  eff

 = M √3 Is

U12r = ωs M √3 Is

b. Détermination de M

U12r

√3 ωs Is
= 

U12r

U12s
 Ls = M

Mesures

û12s   
1
2

 × 
11,88
14,50

 × 8 carreaux = 3,27 c

cal 0,5 V ⁄ c 

sonde 
1

200










  ⇒   

1
2

 × 3,27 × 200 = 327 V ==== û12s

û12r = 
1
2

 × 
6,7

14,50
 × 8 = 1,84 c

                          
cal 2 V ⁄ c

sonde 
1

20










  ⇒   2 × 20 × 1,84 = 73,6 V ==== û12r

M = Ls  
û12r

û12s

 = 330 × 
73,6
327

  ⇒ M = 74,3 mH

M2

Lr Ls

 = 
(74,3)2

19 × 330
 = 0,83  σ = 1 – 

M2

Lr Ls

 = 0,115
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Attention : La valeur numérique de σ dépend fortement de la précision sur Ls  et Lr  ;

admettre des écarts de 50 % !

c. θ = 180° × 
61 mm

91,6 mm
 = – 120°, 

retard de u12r sur u12s .

I.6. I.6.1. Pour la phase statorique 1 : v1s = Rs i1s + 
dφ1s

dt

d’où











v1s

v2s

v3s










 = 












Rs

O

O

   

O

Rs

O

   

O

O

Rs












  











i1s

i2s

i3s










 + 

d
dt

 












φ1s

φ2s

φ3s












idem pour vr .

I.6.2. En multipliant à gauche par [a] les deux relations matricielles précédentes :

[a] [vs] = Rs [a] [is] + 
d [a] [φs]

dt

vs__ = Rs is__ + 
d
dt 

φs__

En posant ut = (v1s v2s v3s v1r v2r v3r) . . . on peut écrire :

[u] = [r] [i] + 
d [φ]

dt
(4)

I.6.3. a. [i] t [u] = [i] t [r] [i] + [i] t 
d [φ]

dt

(i1s . . i3r) 













u1s
|

|

|
u3r













      = us1 is1 + .... u3r i3r = Σrk ik
2 + [i]t

d [φ]
dt

puissance
↓

instantanée reçue
puissance

↓

Joule

b. preçue – pJoule = Pel + 
Pm

P
 = [i] t 

d [φ]
dt

(Pel relatif à une paire de pôles).

1
P

  
d Wm

dt
 = [i] t 

d [φ]
dt

 – 
d Wel

dt

Or Pm = Cθ

Pm = p [i] t 
d [φ]

dt
 – p Pel
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Pour p paires de pôles Cθ = p [i] t 
d [φ]

dt
 – p 

dWel

dt

c. Cas où le déplacement a lieu à flux constants :

C dθ = – p dWel

C = – p 




∂Wel

∂θ



 (φ)

d. Cas où le déplacement a lieu à courants constants :

p [i] t δ [φ] = δ p [i] t [φ]
C δθ = δ p [i] t [φ]  p δWel

C = p 











∂ 

[i] t [φ] – Wel

 

∂θ










 (i)

C = p 




∂Wc

∂θ



  i

e. Pour simplifier l’écriture, on raisonne sur une paire de pôles. Les quantités considérées étant
des énergies, il suffit de multiplier le résultat par p :

[φs] = [Lss] [is] + [Msr (θ)] [ir]

[φr] = [Msr (θ)] [is] + [Lrr] +  [ir]
(2)

[i] t [φ] devient 

[is]

 t [ir]
 t

 




[φs]

[φr]




 d’où la coénergie Wc = [is]

 t [φs] + [ir]
 t [φr] – Wel avec :

Wel = 
1
2

 [is]
 t [φs] + 

1
2

 [ir]
 t [φr]

d’où Wc = 
1
2

 [is]
 t [φs] + 

1
2

 [ir]
 t [φr]

Soit en développant Wc à l’aide des équations (2) :

Wc = 
1
2

 [is]
 t [Lss] [is] + 

1
2

 [ir]
 t [Msr (θ)] [ir] + 

1
2

 [ir]
 t [Msr (θ)] [is] + 

1
2

 [ir]
 t [Lsr] [ir] 

Les inductances et mutuelles par phase Ls et Ms ne dépendent pas de θ. Idem pour Lr et Mr :

∂Wc

∂θ
 = 

1
2

 
∂
∂θ

  

 [is]

 t [Msr (θ)] [ir] + [ir]
 t [Mrs (θ)] [is] 





Pour p paires de pôles :

C = p 
∂Wc

∂θ
 = 

p

2
 



[is]

 t 
∂ [Msr (θ)]

∂θ
 [ir] + [ir]

 t 
∂ [Mrs (θ)]

∂θ
 [is]
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f. On a vu que [Mrs (θ)] = [Msr (θ)]
 t donc [ir]

 t 
∂ [Mrs (θ)]

∂θ
 [is] = 




[is]

 t 
∂ [Mrs (θ)]

∂θ
 [ir]





 t

Il s’agit de deux nombres réels «transposés» l’un de l’autre donc nécessairement égaux :

C = p . [is] t 
∂ [Msr (θ)]

∂θ
 [ir]

I.6.4. ir__ ∗  is__ e
 – jθ et is__ ∗  ir__ e

 jθ sont deux nombres complexes conjuguées. Leur différence est imaginaire

pure : le couple est bien réel.

D’après la deuxième ligne de l’équation (3) reliant les vecteurs flux aux vecteurs courants :

ir__ = 

φr__ – M e
 – jθ

 is__

Lr

On remplace ir__ ∗  et ir__ par leurs expressions :

C = P 
M0

2 j
 





φr ∗  – M e jθ is__ 


 

is__

Lr

 – e – jθ – 
is__

Lr

 ∗  

φr__ – M e – jθ is__ 


 e jθ



C = P 
M0

2 j Lr

 

φr__ ∗  is__ e – jθ – φr__ is__ ∗  e jθ



DEUXIÈME PARTIE

ÉTUDE EN RÉGIME PERMANENT SINUSOÏDAL

II.1. Passage des vecteurs complexes triphasés aux amplitudes complexes du régime permanent.

II.1.1. vs1 = v̂s cos ωst vs2 = v̂s cos 



ωst – 

2π
3




vs3 = v̂s cos 



ωst – 

4π
3




On peut utiliser le résultat du I.4.1. ou directement :

vs__ = (1  j)  













1

0
   

– 
1
2

√3
2

   

– 
1
2

– 
√3
2













  











vs1

vs2

vs3











cos 



ωt – 

2π
3



 + cos 




ωt – 

4π
3



 = 2 cos (ωt + π) cos 

π
3

 = – cos ωt

cos 



ωt – 

2π
3



 – cos 




ωt – 

4π
3



 = – 2 sin (ωt – π) sin 

π
3

 = + √3 sin ωt
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vs__ = (1  j) 











3
2

 cos ωst

√3
2

 × √3 sin ωst










 = 

3
2

 v̂s e
 jω

s
t

Pour une grandeur statorique quelconque, il suffit de changer ωst en ωst – ϕ et v̂s en x̂s :

xs__ = 
3
2

 x̂s e
 – jϕ e

 jω
s
t

xs__ = 
3
2 Xs___ e

 – jω
s
t
 avec Xs___ = x̂s e

 – jϕ

Les grandeurs rotoriques sont à la pulsation car :

xr__ = 
3
2

 Xr__ e
 jω

r
t

II.1.2. Transformation des équations (3) :

φs__ = Φs___ e
 jω

s
t
 = Ls  Is__ e

 jω
s
t
 + M e jθ  Ir__ e

 jω
r
t

a.
θ = ωt
ω + ωr = ωs




 ⇒   Φs___ = Ls  Is__ + M  Ir__ 

φr__ = Φr___ e
 jω

r
t
 = Lr  Ir__ e

 jω
r
t
 + M e – jθ  Is__ e

 jω
s
t

b. D’où




 φs__
φr__

 



 = 




Ls

M
   

M

Lr




   



 
Is__
Is__

 




c.










Vs___ = Rs Is__ + j ωs φs__
Vr__ = Rr Ir__ + j ωr φr__

II.2. Un modèle électrocinétique d’une phase de la machine au point de fonctionnement.

g = 
ωs – ω

ωs

ωs = ω + ωr ωr = gωs

vs__ = Rs is__ + 
φs__
dt

  ⇒   Vs___ = Rs Is__ + j ωs Φs___

Vs___ = Rs Is__ + j ωs (Ls  Is__ + M Ir__ )
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Vs___ = Rs Is__ + j M ωs (Is__ + Ir__ ) + j (Ls – M) ωs Is__ 

Au rotor 0 = Rr Ir__ + j Lr ωr Ir__ + j M ωr Is__ 

0 = Rr Ir__ + j g ωs M (Is__ + Ir__) + j g ωs (Lr – M) Ir__ 

Schéma équivalent d’une phase en régime permanent.

II.3. L’impédance complexe vue du stator.

De l’équivalence rotorique, on tire :

Ir__  = 
– j M ωr

Rr + j Lr ωr

 Is__

En reportant dans l’équation statorique :

Vs___

Is__
 = Rs + j ωs 




Ls – j 

M2 ωr

Rr + j Lr ωr





Zs__ = Rs + j ωs 

Ls Rr + j Ls Lr 



1 – 

M2

Ls Lr




 g ωs

Rr + j Lr ωs g

Zs__ = Rs + j Ls ωs 

1 + j 
Lr

Rr
 g ωs σ

1 + j 
Lr

Rr
 ωs g

or















  
gp = 

Rr

Lr ωs σ
 = 

1
Tr ωs σ

  ⇒   Zs__ = Rs + j Ls ωs 

1 + j 
g
gp

1 + j 
g

σ gp

Lr ωr

Rr
 = 
Lr ωs

Rr
 g = 

β
σ

ou
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II.4. Le courant statorique.

Rs < < Ls ωs Zs__ = j Ls ωs 
1 + j β

1 + j 
β
σ

Is__  = 
Vs___

Zs__
 = 

3
2

  
v̂s

j Ls ωs

  

1 + j 
β
σ

1 + j β

Ism___ = 
3
2

  
v̂s

j Ls ωs

Ism___  est le courant statorique à glissement nul, en retard de 
π
2

 sur la tension : c’est le courant magnétisant

puisque le courant rotorique est nul (g = 0).

II.5. Étude du facteur de puissance.

is__  = 
3
2

 Is__ e
 jω

s
t
 = 

3
2

 i
^
s e

 – jϕ
 e

 – jω
s
t

ϕ = 
π
2

 – arctan 
β
σ

 + arctan β

II.5.2. Recherche du minimum de ϕ .

– 
dϕ
dg

 = 
1

1 + 
β2

σ2

 . 1
σ gp

 – 
1

1 + β2 . 1
gp

 = 
1

1 + 
β2

σ2

  
1

1 + β2 




1 + p2

σ gp

 – 
1 + β2 ⁄ σ2

gp





dϕ
dg

 = 0  ⇒  1 + β2 = σ 



1 + 

β2

σ2





β2 

1 – 

1
σ



 = σ – 1 ⇒ β = √σ gϕ = gp √85

gϕ = 0,28

II.6. La puissance active absorbée.

II.6.1. Pour une phase et une paire de pôles, la puissance active absorbée est :

Pa1 = 
1
2 R e’ [ vs__  Is__∗  ] = 

| vs__ |2

2
 R e’ 



1
Zs__∗




 = 

v̂s
 2

2 Ls ωs

 R  










1
j
  

1 + j 
β
σ

1 + j β











Pa1 = 
v̂s

 2

2
 . 1
Ls ωs

 . 1 – σ
σ

 . 1

β + 
1
β
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Pour trois phases et p paires de pôles :

Pa = p . 3
2

 v̂s
 2 . 1

Ls ωs

 . 1 – σ
σ

  
1

β + 
1
β

N.B. : Vs___ et Is__ sont des amplitudes complexes au sens habituel du terme | Vs___ | = v̂s  | Is__ | = i
^
s .

Le schéma de la figure 5 est relatif à une phase. Ces quantités ne doivent pas être confondues

avec les vecteurs complexes is__ et ir__ intervenant dans l’expression du couple de la formule (7)

qui, eux tiennent compte des trois phases : | is__ | = 
3
2

  i
^
s__ .

II.6.2. Pa passe par un maximum lorsque la dérivée – 
1




β + 

1
p




2
 

1 – 

1
β2



 est nulle c’est-à-dire pour :

β = ± 1 ou  g = ± gp (gp = 0,51)

Cette valeur est supérieure à celle qui donne le facteur de puissance maximal gϕ .

II.6.3. Si σ < 1 Pa < 0 ⇒  β < 0 ⇒  g < 0

La fréquence de rotation est supérieure à celle du synchronisme.

II.6.4. Le rotor doit être entraîné par la charge à une vitesse supérieure ??? synchronisme : il fonctionne
en génératrice hypersynchrone.

II.7. Étude du couple.

II.7.1. D’après I.6.4.

C = p 
M0

2 j
 


3
2

 Ir__∗  e
 – jω

s
t
 . 3

2
 Is__ e

 jω
s
t
 e

 – jθ
 – 

3
2

 Is__∗  e
 – jω

s
t
 . 3

2
 Ir__ e

 jω
r
t
 e

 jθ



C = 
3
2

 p M . 1
2 j

 

Ir__∗  Is__ – Is__∗  Ir__

car M = 
3
2

 M0

Or Ir__ = 
– j M ωr

Rr + j Lr ωr

 Is__

C = 
3
2

 p 
M
2

 Ir
2
__ M ωr 





1
Rr – l Lr ωr

 + 
1

Rr + l Lr ωr





C = 
3
2

 p M2 îs
 2 ωr 

Rr

Rr
2 + Lr

  2 ωr
2

OPTIONS PHYSIQUE ET CHIMIE 279
ET PHYSIQUE APPLIQUÉE



C = 
3
2

 p 
M2

Rr
 ωr 

1

1 + 




β
σ




2 îs
 2

D’après II.4.

Is__ = 
| Vs___ |

j Ls ωs

 . 
1 + j 

β
σ

1 + j β

Is
2
__ = 

| Vs___ |2

Ls
  2 ωs

2  

1 + 




β
σ




2

1 + β2

C = 
3
2

 p 
v̂s

 2

Ls
  2 ωs

2 . 
M2 ωr

Rr
 . 1

1 + β2

Or σ = 1 – 
M2

Ls Lr

  ⇒   M2 = (1 – σ) Ls Lr

et
Lr ωr

Rr
 = 

β
σ

C = 
3
2

 p 
v̂s

 2

Ls ωs
2 

1 – σ
σ

 
1

β + 
1
β

II.7.2. Valeur maximale de C.

dC
dβ

 = 0  ⇒   – 
1
β2 + 1 = 0

Pour g > 0 g ==== gp Cm ==== 
3
2

 p 
v̂s

 2

LLLLs ωωωωs
 2 . 1 – σσσσ

ττττ
 . 1

2

C’est le glissement qui rend maximal la puissance active consommée.
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II.7.3. Courbe du couple C en fonction du glissement normalisé β. Voir courbe ci-après.

n = 20  i = 0 .. 2 . n  p = 1  Lr = 0.018  Ls = 0.33  M = 0.074  σ = 1 – 
M2

Lr . Ls
 

Tr = 0.078  Vs = 380 . √2  ωs = 100 . π  gp = 
1

Tr . σ . 100 . π
  ωi = ωs . 0.999 . i

n
 

gi = 1 – 
ωi

ωs
  βi = 

gi

gp
  gp = 0.522  

1
gp

 = 1.914  ρ = 0.078  gφ = √σ   gφ = 0.279

Ci = 
3
2

 . p . Vs2

Ls . ωs2
 . 1 – σ

σ
 . 1

βi + 
1
βi

II.7.4. Le couple maximal peut être maintenu constant si ωs varie de telle façon que 
v̂s

 2

ωs
2 = cste. C’est

la classique commande «en 
v
f
» ou commande «scolaire».
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II.7.5. D’après II.5. gϕ = gp √σ  ou βϕ = √σ

Cϕ = 
3
2

 p 
1 – σ
σ

  
v̂s

 2

Ls ωs
2  

1

√σ  + 
1
√σ

Cϕ

Cm
 = 

2

√σ  + 
1
√σ

ou
Cϕ

Cm
 = 

2 √σ
1 + σ

Choix du moteur en fonction du cahier des charges.

σ = 0,078   ⇒    Cϕ = 0,52 Cm

Il y a intérêt à consommer le moins possible de puissance réactive : il faut choisir gϕ comme

point de fonctionnement. Si Cϕ et Cm sont imposés, il faut choisir le coefficient de dispersion

du moteur solution de l’équation :

1 + σ2 + 2σ = 




Cm

Cϕ





2

 4σ

σ2 + 2σ 






1 – 2 





Cm

Cϕ





2






 + 1 = 0

II.7.6. Pa = C ωs d’après II.6. et II.7.1. or Pm = C ω = C (1 – g) ωs η = 
Pm

Pa
 = 1 – g . Le rendement du

moteur n’a de sens que si 0 ≤ g ≤ 1 .

Si – 1 < g < 0 η’ = 
Pa

Pm
 = 

1
1 – g

 = 
1

1 + (g)

représente le rendement de la génératrice hypersynchrone qui consomme – Pm et fournit au

réseau – Pa .

Zone III’ II’ I’ I II III

g

Pa , C – – – + + +

ω + + + + + –

Pm – – – + + –

Mode de
fonctionnement

Générateur asynchrone Moteur asynchrone Frein

Instable Stable Stable Instable Instable

Quant ωr croît, le glissement augmente, la composante active du courant diminue alors que

le module de l’intensité absorbée continue de croître.

0 1-1

2 ωs 0ωs

gp–gp
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II.8. Pr = 
3
2

 p 
Rr

g
 i
^
r
 2

d’après le circuit équivalent de II.2.

D’après II.7.1. C = 
3
2

 p 
M2 ωr

Rr
2 + Lr

  2 ωr
2
 Rr i

^
s
 2

or  
Lr ωr

Rr
 = 

β
σ

C = 
3
2

 p 
M2 ωr

Rr
  

1

1 + 




β
σ




2
 i
^
s
 2 (1)

D’après II.2. Ir__ = 
– j M ωr

Rr + j Lr ωr

 Is__

⇒ i
^
s
 2 = i

^
r
 2 

Rr
2 + Lr

  2 ωr
2

M2 ωr
2  = i

^
r
 2 Rr

2 

1 + 




β
σ




2

M2 ωr
2 (2)

(1) et (2) ⇒ C = 
3
2

 p 
Rr

ωr

 i
^
r
 2

C = 
3
2

 p 
Rr

g ωs

 i
^
r
 2

Or Pm = C ω = C (1 – g) ωs

Pm = 
3
2

 p 
1 – g

g
 Rr i

^
r
 2

ηm = 
Pm

Pr
 = 1 – g

On retrouve l’expression établie pour η en II.7.5. ce qui est normal puisque la puissance mécanique est
la même et les pertes sont concentrées au rotor.

II.9. Un modèle électrocinétique du rotor.

I2__ = 

V0 
ωr

ω0

Rs + j L2 ωr

 = 
U0

j L2 ω0

  
1

1 – j 
R2

L2 ωr
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II.9.1. Composante active du courant :

R e’ ( I2__ ) = 
U0

L2 ωr

  

R2

L2 ωr

1 + 




R2

L2 ωr





2

Ia = R e’ ( I2__ ) = 
U0

L2 ω0

  
1

L2 ωr

R2
 + 

R2

L2 ωr

de la forme 
b

aωr + 
1

aωr

dI0

dωr

 = – 
b




aωr + 

1
aωr





2
  

a – 

1
aωr

2




maximum ωr = 
1
a

 = 
R2

L2

Or | I2__ | = 
U0

L2 ω0

  
1

√ 1 + 




R2

L2 ωr





2

fonction qui croît de 0 à 
U0

L2 ωr

 quand ωr varie de 0 à + ∞.

II.9.2. Lorsque ωr croît g = 
ωr

ωs

 croît or (I2) croît alors que Ia décroît à partir de ωr > 
R2

L2
 .

II.10. Φs___ = Ls Is__ + M Ir__  Ir__ = 
j M ωr

Rr t j Lr ωr

 Is__

II.10.1. Φr___ = Lr Ir__ + M Is__
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Φs___ = 



Ls – j 

M2 ωr

Rr + j Lr ωr




  Is__

Φr___ = 



M – j 

M Lr ωr

Rr + j Lr ωr




  Is__

Φs___ = Φr___ 
Lr Rr + j 


Ls Lr ωr – M2 ωr

M 

Rr + j Lr ωr

 – j M Lr ωr

Φs___

Φr___
  
Ls

M Rr
 



Rr + j ωr Lr 




1 – 

M2

Ls Lr









or   
Lr ωr

R2
 = 
β
σ

Φs___

Φr___
 = 
Ls

M
 (1 + jβ)

II.10.2. φ
^

s = φ
^

r 
Ls

M
 √ 1 + β2   où  β = 

g
gp

II.10.3. A 3 % près, l’approximation reste valable au point «nominal» de fonctionnement β = √ρ . Elle
ne l’est plus au couple maximal.

β 0 √σ 1

φ̂s

φ̂r

  
M
Ls

1 1,03 1,41

φ̂s

φ̂r

1,03 1,06 1,45

n = 10  i = 0 .. n  Ls = 0.330  Lr = 0.018  M = 0.074  σ = 1 – 
M2

Lr . Ls
  Tr = 0.080

Rapport du flux statorique au flux rotorique
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ωs = 100 . π   gp = 
1

Tr . σ . ωs
   ωi = ωs . 0.999  . i

n
   gi = 1 – 

ωi

ωs
  βi = 

gi

gp
   

Ls
M

 = 4.46

yi = √1 + (βi)
2

ωi = ωs . 0.91 . i
n

  erreuri = (yi – 1) . 100  glissementi = 100 . gi
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