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I. Lien avec l'�equation d'�etat de Van der Waals.

I.1.
~f(r) = ���!gradu = �6CVdW

r7
~er

Il s'agit bien de forces attractives.

I.2. La r�epulsion est due �a l'exclusion (de Pauli) lors du
recouvrement des orbitales �electroniques : � ' diam�etre
atomique ' qq �A. Ici les nuages �electroniques sont totale-
ment imp�en�etrables, d'o�u l'appellation \sph�eres dures".
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I.3.b. L'�equation de Van der Waals devient pour v � b :

P =
kBT

v � b�
a

v2
=
kBT

v

�
1 + b=v + o(b=v)2

�� a

v2
' kBT

v

�
1 + (b� a

kBT
)=v

�

! �a l'ordre le plus bas en b=v les deux �equations sont compatibles si :

B(T ) = b� a

kBT

I.3.c. Par ailleurs :

B(T ) =
1

2

Z �

0
dr 4�r2 +

1

2

Z +1

�
dr 4�r2

�
1� e�u(r)=kBT

�
Comme u(r > �) < u0 � kBT , la seconde int�egrale devient

�
Z +1

�
dr

4� C

kBT
r�4

et en d�e�nitive :

B(T ) ' 2�

3
�3

�
1� u0

kBT

�
)
�
b = 2

3��
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a = 2
3�

C
�3
) C =
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I.3.d. L'�equation de Van der Waals pour une mole occupant le volume
vmol = NAv est : �

P +
amol
v2mol

�
(vmol � bmol) = RT

avec amol = aN 2
A ; bmol = bNA et R = NAkB

A.N.

PourNe :

8<
:

� = 2; 38� 10�10m
C = 3; 79� 10�79 J:m6

u0 = 2; 05� 10�21J = 1; 28� 10�2 eV

La condition u0 � kBT est valide pour T � 150 K.

PourHBr :

8<
:

� = 3; 26� 10�10m
C = 2; 08� 10�77 J:m6

u0 = 1; 68� 10�20J = 1; 05� 10�1 eV

On a u0 � kBT pour T � 1230 K.

II. Origines physiques des forces de Van der Waals

II.1.a. Particule neutre, charges �Z1e et +Z1e s�epar�ees de d1, distance

microscopique.

II.1.b. V1(~r) = V+ (k~r � d1~u1k)� V+ (k~rk) o�u

V+(r) = +
Z1e

4��0 r

potentiel �electrostatique cr�ee par Z1e. Un d�eveloppement limit�e au premier
ordre en d1=r donne l'expression demand�ee.

II.1.c.

k~r � d1~u1k � k~rk = r

�
1� 2d1

~u1:~r

r2
+ o(d1=r)

�1=2
� r ' �d1~u1:~r

r
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On a alors :

V1(~r) ' +
Z1e

4��0
d1~u1:

~r

r3
=

~�1:~r

4��0r3

II.1.d. ~E1 = �~rV1 ; en notant que ~r(~�1:~r) = ~�1, on trouve l'expression
demand�ee :

~E1(~r) =
1

4��0r3

�
3
(~�1:~r)~r

r2
� ~�1

�

II.1.e. Au premier ordre en d2=r :

E1;2 = �Z2eV1(~r) + Z2eV1(~r + d2~u2) ' Z2e ~rV1:(d2~u2) = �~�2: ~E1

II.1.f. En utilisant l'expression compacte de ~E1 �etablie au II.1.d., on a :

E1;2 = � 1

4��0r3

�
3
(~�1:~r)(~�2:~r)

r2
� ~�1:~�2

�

or :

~�i = �i

������
sin �i cos�i
sin �i sin �i
cos �i

avec �i = Ziedi. D'o�u :

E1;2 = � �1�2
4��0r3

[2 cos�1 cos �2 � sin �1 sin �2 cos(�1 � �2)]

Con�gurations particuli�eres :
(!!) ) �1 = �2 = 0 ) E!! = �2 au facteur �1�2=4��0r3 pr�es. De

même :
(! )) �1 = 0; �2 = � ) E! = +2,
("")) �1 = �2 = �=2; �1 = �2 ) E"" = +1
("#)) �1 = �2 = �=2; �1 = �2 + � ) E"# = �1

Les con�gurations de basses �energies (ici n�egatives) rapprochent bien les
charges de signes oppos�es.
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II.1.g. Tant E1;2 � 1=r3 que la d�ependance angulaire sont incompatibles
avec la d�e�nition d'une interaction de Van der Waals.

II.2.a. O = [0; �]� [0; �]� [0; 2�]� [0; 2�]
d2
1 est l'angle solide �el�ementaire balay�e par ~�1 d'o�u :Z

O

d4
 =

Z
O

d2
1

Z
O

d2
1 = (4�)2

II.2.b. Le membre de droite est la fonction de partition (canonique) Z
associ�ee aux degr�es de libert�e O. F = �kBT lnZ est donc la contribution
de ces degr�es de libert�e �a l'�energie libre du syst�eme.

Le travail minimal �a fournir doit l'être de fa�con r�eversible par l'op�erateur
ext�erieur. On a alors dW = dF . Pour ce faire, l'op�erateur maintient ~�1
en place et exerce une force ~fop sur ~�2. ~fop doit être oppos�ee �a la force
(centrale) d'interaction f1!2~ur qu'exerce �a l'�equilibre thermodynamique, i.e.
en moyenne, ~�1 sur ~�2. Or dW = fop:dr soit en d�e�nitive :

f1!2 = � @F
@r

����
T

II.2.c. Lorsque r! 1, E1;2=kBT ! 0 et

e
�

F0
kBT =

Z
O

d4
 = (4�)2) F0 = �2kBT ln(4�)

contribution purement entropique �a l'�energie libre (puisqu'il n'y a plus d'�energie
d'interaction dans cette limite).

NB. En notant <> la moyenne sur les degr�es de libert�e angulaires, on a
alors :

e
�
Fdip

kBT =

R
O
d4
 e

�
E1;2

kBTR
O
d4


=

�
e
�
E1;2

kBT

�

II.2.d. En e�ectuant le d�evelopement limit�e sugg�er�e, il vient :

e
�
Fdip
kBT ' 1�

� E1;2
kBT

�
+
1

2

*� E1;2
kBT

�2
+

Dans le cas pr�esent, hE1;2i fait intervenir l'int�egrale :Z
O

d�1d�2d�1d�2
�
2 cos �1 sin �1cos�2 sin �2 � sin2 �1 sin

2 �2 cos(�1 � �2)
	

Cette int�egrale est identiquement nulle car
R �
0 cos �1d�1 =

R 2�
0 cos�1d�1 =R 2�

0 sin�1d�1 = 0. On a donc, au même degr�e d'approximation que pr�ec�edemment :

Fdip ' �kBT
2

*� E1;2
kBT

�2
+
:
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II.2.e. Ce terme est un peu lourd �a calculer : : : cependant, il est imm�ediat
de constater que comme E1;2 � 1=r3, on a bien Fdip � 1=r6, compatible
avec une interaction de Van der Waals. Le calcul montre en outre qu'on a
bien a�aire �a une interaction attractive. On a donc, pour deux particules
identiques de moment dipolaire � :

CKeesom =
1

3kBT

�
�2

4��0

�2

II.2.f. Pour Ne, non polaire : Fdip = 0.
Pour HBr{HBr �a 300 K, CKeesom = 2; 7 � 10�79 J.m6 (il est clair que

l'eV.�A6 serait une unit�e mieux adapt�ee).
Par ailleurs, en faisant intervenir le diam�etre de sph�ere dure � de la

particule calcul�e au I.3.d, on a : jFdip(�)=kBT j = 6; 4� 10�2. La condition
d'interaction faible porte sur jE1;2j ; les con�gurations les plus d�efavorables
sont !! et ! (cf. II.1.f) pour lesquelles il est facile de voir que :

jE1;2(�)j=kBT = 2
q
3jFdip(�)=kBT j = 0; 87

La d�ependance en 1=r3 de E1;2 pr�edit jE1;2(r)j < 0; 1=kBT pour r > 2; 1�
ce qui rend raisonnable l'approximation des \interactions faibles" (jE1;2j �
kBT ) au del�a de cette distance. En tout �etat de cause, cette condition est
ais�ement v�eri��ee dans HBr gazeux �a 300 K.

II.3.a. Partant d'un �etat d'�equilibre interm�ediaire caract�eris�e par ~�1 et
~�2 = ��0 ~E1, un op�erateur maintient le nuage �electronique de f2g, i.e. �xe
~�2, et modi�e de fa�con quasistatique ~�1 a�n d'incr�ementer de d~E1 le champ
�electrique au niveau de f2g. Fixer ~�2 ne coûte rien puisque par d�e�nition les
charges sont �xes ; en revanche, augmenter ~�1 �a ~�2 �x�e n�ecessite un travail
dW qui n'est autre que l'incr�ement d'�energie libre dE1;2 = �~�2:d ~E1 soit :

dW = �1
2
��0dE

2
1

En�n, l'op�erateur lache ~�2 et attend qu'il relaxe vers sa nouvelle valeur
d'�equilibre avant de recommencer la proc�edure �el�ementaire Le travail total
ainsi fourni de fa�con r�eversible �a partir de l'�etat de r�ef�erence o�u ~�1 = ~�2 = ~0
s'identi�e donc �a :

E ind1!2 = �
1

2
��0k ~E1k2

Si la particule f2g est elle-même porteuse d'un dipôle permanent1 ~�2,
elle va �a son tour polariser f1g.

1Les dipôles induits se superposent aux dipôles permanents et on suppose bien sûr que

les dipôles induits sont suÆsamment faibles pour que dans les �energies d'interaction, ce

soient les champs �electrostatiques permanents qui interviennent.
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Dans ces conditions et pour deux particules identiques (�1 = �2 = �) :

Eind = E ind1!2 + E ind2!1 = �
1

2

�

�0

� �

4�r3

�2 �
1 + 3 cos2 �1 + 1 + 3 cos2 �2

�
II.3.b. A l'instar du II.2. on d�e�nit Find par :

Find = �kBT ln

2
4RO d4
 exp�Eind1!2

+Eind
2!1

kBTR
O
d4


3
5

Par sym�etrie f1g!f2g, et avec les notations du II.2.d. on a :

Find ' 2
D
E ind1!2

E
= � �

�0

� �

4�r3

�2 

1 + 3 cos2 �

�
avec : 


cos2 �
�
=

R �
0 d� sin � cos

2 �R �
0 d� sin �

=
1

3

Le premier ordre du d�eveloppement est donc bien di��erent de z�ero.

II.3.c. Tant la puissance de r que le signe de Find nous indiquent que
cette interaction est du type Van der Waals avec :

CDebye = 2
�

�0

� �
4�

�2
Pour Ne, CDebye = 0 ; pour HBr : CDebye = 4; 4� 10�79 J.m6.

Pour HBr : jFint(�)=kBT j = 9�10�2 �a 300 K, ce qui justi�e a posteriori

l'approximation \interactions faibles", surtout en milieu dilu�e (r� �).

II.4.a. En prenant garde au signe : ~�i(t) = �Ze~di

II.4.b. Le même d�eplacement du nuage serait obtenu en plongeant la
particule dans un champ ~E tel que ~� = �0�~E. Le champ exercerait alors
une force �Ze~E sur le nuage ; la force de rappel exerc�ee par le noyau est
donc celle qui assurerait l'�equilibre :

~fel = +Ze~E =
Ze

�0�
~� = �(Ze)

2

�0�
~d

C'est bien une force de rappel �elastique de raideur :

� =
(Ze)2

�0�
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II.4.c. H1 =
1
2Zm

�
_x21 + _y21 + _z21

�
+ 1

2�
�
x21 + y21 + z21

�
. Les �equations de

Newton correspondantes sont :8<
:

Zm�x1 = ��x1
Zm�y1 = ��y1
Zm�z1 = ��z1

Ce sont bien trois �equations d'oscillateurs harmoniques ind�ependants, ce
qui se traduit par le fait que H1(x1; y1; z1; _x1; _y1; _z1) est quadratique, d�e�nie
positive, sans termes crois�es (sa matrice associ�ee est diagonale �a valeurs
propres strictement positives).

Les trois oscillateurs ont en outre des pulsations propres identiques :

!0 =

r
�

Zm

II.4.d.

Hint = � ~E1:~�2

= � 1

4��0r3

�
3
(~�1:~r)(~�2:~r)

r2
� ~�1:~�2

�

= � (Ze)2

4��0r3
[3z1z2 � x1x2 � y1y2 � z1z2]

= � [x1x2 + y1y2 � 2z1z2]

avec :

� =
(Ze)2

4��0r3

II.4.e. H1+2 = H1+H2+Hint. Il s'agit toujours d'une forme quadratique
mais, quand bien même montrerait-on qu'elle est d�e�nie positive, les termes
non-diagonaux introduits par Hint couplent les �equations et x1(t); x2(t); : : :
ne correspondent pas �a des oscillateurs ind�ependants.

II.4.f. On v�eri�e facilement que : x21 + x22 = X2
1 +X2

2 et x1x2 = (X2
1 �

X2
2)=2, etc. D'o�u :

H1+2 =
Zm

2

h
_X2
1 + _Y 2

1 + _Z2
1

i
+
�

2

�
X2
1(1 + �) + Y 2

1 (1 + �) + Z2
1(1� 2�)

�
+

Zm

2

h
_X2
2 + _Y 2

2 + _Z2
2

i
+
�

2

�
X2
2(1� �) + Y 2

2 (1� �) + Z2
2(1 + 2�)

�

qui correspond �a 6 oscillateurs harmoniques (pour � < 1=2 en fait) ind�ependants.
Par exemple, le mode correspondant �a X1 6= 0 et les autres variables iden-
tiquement nulles correspond aux oscillations en phase (x1(t) = x2(t)) des
deux nuages suivant l'axe des x.
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Une fois H1=2 mis sous cette forme on reconnâ�t imm�ediatement les
pulsations propres associ�ees :8>><

>>:
!X1

= !Y1 = !0
p
1 + �

!X2
= !Y2 = !0

p
1� �

!Z1 = !0
p
1� 2�

!Z2 = !0
p
1 + 2�

II.4.g. La condition � < 1=2, qui assure que ces derni�eres pulsations sont
bien d�e�nes, est v�eri��ee en pratique car, si on d�e�nit r0 par (�=4�) = r30,
on v�eri�e que r0 est une dimension atomique, r0 < �=2 ; on a alors :

� = �=� =
�

4�

1

r3
'
�r0
r

�3 � 1

d�es que r � r0 (milieu dilu�e). En fait, d�ej�a pour r = � (phase condens�ee),
on a � < 1=8.

II.4.h. Comme les 6 oscillateurs sont ind�ependants, leurs �energies s'ajoutent :

E0 = 6� 1

2
~!0 = 3~!0

E0 + �E0 = 2� 1

2
~!0

�p
1 + � +

p
1� ��+ 1

2
~!0

�p
1 + 2�+

p
1� 2�

�
=

1

2
~!0

�
2

�
1 +

�

2
� �2

8

�
+ 2

�
1� �

2
� �2

8

�

+

�
1 + � � 4

�2

8

�
+

�
1� � � 4

�2

8

�
+ Æ(�2)

�

= ~!0

�
3� 3

4
�2 + Æ(�2)

�

) �E0 � �3
4
~!0�

2

II.4.i. Comme � � 1=r3, on obtient bien en d�e�nitive que �E0 �
�CLondon=r6 avec :

CLondon =
3

4
~!0

h �
4�

i2
II.5.a. CLondon(Ne{Ne)= 4� 10�79 J.m6 ;
CLondon(HBr{HBr)= 182� 10�79 J.m6.

II.5.b. Pour le Ne : CV dW = CLondon = 4� 10�79 J.m6, en remarquable
accord avec la valeur estim�ee �a partir de l'�equation de Van der Waals.
Pour HBr : CVdW = CKeesom + CDebye + CLondon = 189 � 10�79 J.m6, l�a
encore en tr�es bon accord avec la valeur (207�10�79 J.m6) trouv�ee au I.3.d.
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II.5.c. Pour Ne, l'interaction de London est la seule source d'�energie de
type Van der Waals. Pour HBr, elle y contribue pour 96 %. (NB. excep-
tionnellement, seulement 24 % pour l'eau, tr�es polaire pour laquelle c'est
Keeson qui domine).

II.6.a. En m�ecanique classique, l'�etat fondamental (�a temp�erature nulle)
du syst�eme isol�e f1+2g est d'�energie nulle (~�1 = ~�2 = ~0). Il n'y a pas
d'interaction de London (NB. le calcul dans le cadre du mod�ele semi-classique
du II.4. pr�edit une interaction non nulle même �a T = 0).

II.6.b. En m�ecanique quantique, la mesure de � donne une valeur al�eatoire,
de moyenne nulle mais de moyenne quadratique non-nulle. L'�energie d'interaction
ne fait intervenir que des termes ~�1:~�2 et (~�1:~r)(~�2:~r), qui se moyennent �a
z�ero si les uctuations des dipôles sont ind�ependantes (< ~�1:~�2 >=< ~�1 >
: < ~�2 >= 0) ; la moyenne de l'�energie potentielle d'interaction serait donc
nulle dans ce cas.

II.6.c. �t = 2r=c.
L'hypoth�ese de London suppose que durant un aller-retour, �1 reste

quasi-parall�ele �a son \propre" champ �electrique r�e�echi par la particule f2g,
i.e. que �t � 2�=!0 ; autrement dit, que r � � avec � = �c=!0 = �0=2,
typiquement 300{500 �A(�0(Ne) = 573 �A ; �0(HBr) = 1070 �A ; ces longueurs
d'ondes sont dans l'UV).

Dans la limite non-retard�ee, le dipôle et son propre champ r�e�echi sont
parall�eles, ce qui constitue bien la con�guration �energ�etiquement la plus fa-
vorable. Au fur et �a mesure que la s�eparation augmente, champ et dipôle
se d�ecorr�elent et on doit s'attendre �a ce que l'interaction soit de moins en
moins favorable.

II.6.d. En rempla�cant dans l'expression de London ~!0 par hc=2� on
obtient formellement :

uinst(r) = �3
8

hc

�

� �
4�

�2 1

r6

Pour que dans la limite retard�ee la longueur \microscopique" � soit
\oubli�ee", on doit avoir '(r=�) � �=r | �a une constante multiplicative
pr�es | lorsque r� �. Dans ces conditions on doit avoir :

uret = �Cte � hc
� �
4�

�2 1

r7

II.6.e. En e�et, suivant Casimir & Polder (calcul d'�electrodynamique
quantique qui sort largement du cadre de l'agr�egation), on a bien uret =
�C0=rn o�u C0 est en accord avec l'expression pr�ec�edente et o�u n�ecessairement
n = 7 par souci d'homog�en�eit�e dimensionnelle. La constante du II.6.d. vaut
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alors Cte = 23=(8�2) = 0; 3, de l'ordre de 1, ce qui conforte la signi�cation
physique de l'approche \en loi d'�echelle" du II.6.d. En outre, les deux expres-
sions limites (London et Casimir) sont �egales pour r = C0=CLondon = 0; 8�
ce qui correspond bien �a ce qu'on attend pour le r�egime interm�ediaire o�u
l'e�et du retard commence �a se faire sentir.

III. Forces surfaciques | Mesure

III.1.a. Pour le potentiel mod�ele �etudi�e �a la partie I, la force d'attraction est
maximale pour r = �, c'est �a dire en r�egime non-retard�e. fmax = 6u(�)=�
avec :

u(�) =
3

4

� �

4��3

�2
~!0

En utilisant les donn�ees num�eriques du I.3.d. on trouve 3 � 10�10 N pour
HBr et 5� 10�11 N pour Ne. Avec un microscope �a force atomique (AFM)
on mesure des forces de 10�10{10�9 N mais on ne travaille jamais avec
deux particules seulement (il faut int�egrer sur la pointe du microscope qui
a g�en�eralement une g�eom�etrie non contrôl�ee).

III.1.b. Int�egrons sur des couronnes d'axe Oz, de rayon � et d'�epaisseur
d�, distantes de r = �= sin � de fMg. En prenant � comme variable d'int�egration,
et en �ecrivant que � = (zM � z) tan �, on obtient :

dUM;P = �C�dz
Z 1
0

2��

rn
d�

= � 2�C�dz

(zM � z)n�2
Z �=2

0
sin � (cos �)n�3d�

cette derni�ere int�egrale s'int�egrant ais�ement en posant u = cos � on trouve
en d�e�nitive :

dUM;P = � 2�C�dz

(n � 2)(zM � z)n�2

M

O

d
{P}

z

zM

r

dz
{E}

{E'}

h

z
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III.1.c. Pour trouver UM;E, il suÆt d'int�egrer dUM;P selon z :

UM;E =

Z
dUM;P

= � 2�C�

(n� 2)

Z 0

�1

dz

(zM � z)n�2

= � 2�C�

(n� 2)(n� 3)

1

zn�3M

III.1.d. En remarquant que UM;E ne d�epend pas de la position de M dans
le plan z = zM puisque fEg est invariant par translation, on a simplement :

dUP 0;E(z) = UM;E(z)� � � S � dz

III.1.e. Une derni�ere int�egration suivant z donne :

�(h) = � 2�C�2

(n� 2)(n� 3)

Z 1
h

dz

zn�3

= � 2�C�2

(n� 2)(n� 3)(n� 4)

1

hn�4

Dans le cas non-retard�e (n = 6), on obtient :

�(h) = � A

12�h2

avec A = �2�2C en J.
Si on consid�ere un op�erateur travaillant de fa�con quasi-statique, d�epla�cant

fE'g de dz = dh, il exerce une force F suivant Oz dont le travail F:dh
s'identi�e �a d�(h)S. Cette force F s'oppose �a la force exerc�ee par fEg sur
fE'g, d'o�u, en se ramenant �a l'unit�e d'aire :

�(h) = �d�
dh

= � A

6�h3

C'est une force attractive. Il est imm�ediat de v�eri�er qu'il n'y a pas d'autres
composantes et que ~� est dirig�ee normalement aux surfaces.

III.1.f. La con�guration plan{plan pose le probl�eme du parall�elisme de
surfaces macroscopiques �a des distances microscopiques. La con�guration
sph�ere{plan ne pose pas ce probl�eme car la sph�ere est invariante par rotation
autour de son centre, qu'il \suÆt" alors de maintenir �a la bonne distance de
la surface plane.
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III.1.g. En utilisant la relation g�eom�etrique approch�ee donn�ee dans
l'�enonc�e, et en int�egrant sur les disques situ�es �a des distances z = Æ + h

de fEg, d'aire 2�R(z � h), on trouve :

Es(h) = � 2�C�2

(n� 2)(n� 3)
� 2�R

Z 1
h

z � h
zn�3

dz

= � 2�C�2

(n� 2)(n� 3)(n� 4)(n� 5)

2�R

hn�5

En raisonnant comme au III.1.e. on trouve que la force d'attraction
exerc�ee par le demi-espace fEg sur la sph�ere fSg est :

fs = �dEs
dh

En e�ectuant la d�erivation, on trouve bien, comme sugg�er�e, que cette force
attractive s'identi�e �a :

fs = 2�R�(h)

III.1.h. h = 10 nm ; R = 1 cm ; A = 10�19 J donnent : jfsj =
1; 6� 10�6 N.

III.2.a. Le cylindre sup�erieur est enti�erement param�etr�e par h(t). Par
rapport �a la con�guration d'�equilibre en l'absence du cylindre inf�erieur, le
cylindre sup�erieur est soumis �a :

� la force de rappel �elastique fel = �K(h� Z),
� la force d'interaction fs(h) = �B=hp.

D'o�u l'�equation du mouvement :

M
d2h

dt2
= �K(h� Z) + fs(h)

III.2.b. Les positions d'�equilibre sont solutions de l'�equation implicite :

fs [heq(Z)] = K [heq(Z)� Z]

Graphiquement ces solutions sont �a l'intersection du graphe de fs(h) et de
la droite de pente K intersectant l'axe des abscisses en h = Z.

Si on fait abstraction du fait que h doit rester sup�erieur �a une distance
atomique, disons �, pour K donn�e il y a z�ero, une ou deux solutions. Le cas
limite �a une seule solution correspond �a une \droite de charge" tangente �a
la courbe caract�eristique et intersectant l'axe des abscisses en h = Zc(K).

13



fs
hZc Z

hc

K

heq(Z)

Kmax

III.2.c. Pour Z < Zc, la seule solution d'�equilibre reste heq = � corre-
spondant au contact entre les deux cylindres. La possibilit�e d'avoir deux
solutions d'�equilibre heq > � persiste tant que K < dfs=dh(�) = Kmax.

III.2.d. La condition de tangence en heq(Zc) de la droite de charge
passant par Zc(K) s'�ecrit :�

dfs
dh [heq(Zc)] = K

fs [heq(Zc)] = K [heq(Zc)� Zc]

Soit en posant hc = heq(Zc) :(
Bp

h
p+1
c

= K

� B
hpc

= K [hc � Zc]

)

8><
>:

hc =
�
Bp
K

� 1

p+1

Zc = hc +
hc
p =

�
Bp
K

� 1

p+1
�
p+1
p

�
III.2.e. Si on soustrait l'�equation d'�equilibre (III.2.b) de l'�equation dy-

namique (III.2.a), on trouve :

M
d2Æh

dt2
+KÆh = [fs(heq + Æh)� fs(heq)] ' dfs

dh
(heq):Æh

au premier ordre en Æh. Deux cas se pr�esentent :
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� K > Kdiff : l'�equation est celle d'un oscillateur harmonique et le
moindre amortissement suÆt �a faire disparâ�tre toute perturbation Æh
) l'�equilibre est stable.

� K < Kdiff : les solutions sont de la forme Æh(t) = A+e
st + A�e

�st

o�u s =
p
Kdiff �K. Il est facile de voir que pour une perturbation

g�en�erique, i.e. des conditions initiales quelconques (position Æh0 et
vitesse v0), A+ = (Æh0 + v0=s)=2 6= 0 et que la solution est alors
divergente ) l'�equilibre est instable.

Graphiquement on identi�e les points d'�equilibre stables et instables
en comparant les pentes relatives de la \droite de charge" et de la car-
act�eristique fs(h) :

stable

instable

K

Kdiff < K

Kdiff > K

III.2.f. Lorsque Z ! 1, heq(Z) � Z. Lorsque Z < Zc(K), heq = �.
Entre ces deux limites, on trace Z(heq) = heq +B=K h�peq pour heq > �.

heq

Z

hc

Zc

heq = Zfs
h

Les caract�eristiques marquantes du comportement du syst�eme sont les
suivantes :

� En Z = Zc le cylindre saute au contact.

� Au retour (lorsque Z crô�t), la perte de contact n'a lieu que pour un
Z" > Zc ; le syst�eme d�ecrit donc un cycle d'hyst�er�esis. NB. : On
identi�e clairement entre Zc et Z" une branche de solutions instables
(en tiret�e sur la �gure).

15



� Entre Zc et Z" les deux cylindres subissent des forces qui tendent �a
les dissocier, cependant ils restent adh�erants l'un �a l'autre grâce aux
forces d'interactions.

III.3.a. En Z = Zc le cylindre saute au contact �a partir d'une s�eparation

hc = heq(Zc) =
�
Bp
K

� 1

p+1
o�u l'exposant p est reli�e �a l'exposant n du potentiel

de Van der Waals par p = n� 4 soit, dans les deux r�egimes limites :

� non retard�e, n = 6; p = 2) hc � K�1=3

� retard�e, n = 7; p = 3) hc � K�1=4

En repr�esentation log{log, les deux r�egimes devraient correspondre �a des
droites de pentes respectives �1=3 et �1=4. On s'attend �a un changement
de r�egime vers quelques dizaines de nm (cf. II.6.e), i.e. on s'attend �a ce que
la plupart des donn�ees de la �gure 1 correspondent au r�egime non-retard�e.

! Une droite de pente �1=3 est en e�et compatible avec les donn�ees (et
leur barres d'erreurs) correspondant aux hc les plus petits.

On a alors A = 6B=R = 3K=Rh3c , soit, �a partir de valeurs relev�ees sur
la �gure A : K=R = 6� 106 N.m�2 et hc = 2 nm ) A = 1; 44� 10�19 J.

III.3.b. L'�ecart avec le r�egime pr�ec�edent devient signi�catif vers 10{20
nm c'est �a dire pour des valeurs dans la gamme attendue pour �.
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! Une droite de pente �1=4 pourrait, au del�a, s'accorder avec les
donn�ees ; le nombre de points exp�erimentaux est cependant insuÆsant pour
identi�er sans ambigu��t�e le r�egime retard�e (dans la limite Casimir & Polder),
attendu pour hc � �.

Les grandes s�eparations hc sont obtenues pour de faibles raideurs de
la suspension du cylindre, alors tr�es sensible aux vibrations, or c'est aux
grandes distances que les potentiels sont retard�es.

III.4.a. La force d'interaction devient fs(h � Æz) ' fs(h) � KdiffÆz.
L'�equation du mouvement lin�earis�ee autour d'une position d'�equilibre heq
devient alors simplement :

M
d2Æh

dt2
+ (K �Kdiff)Æh = �KdiffÆz(t)

III.4.b. Pour une position stable, comme d�e�ni �a la question III.2.e.,
l'�equation ci-dessus est celle d'un oscillateur harmonique non-amorti de pul-
sation propre :

!r =

r
K �Kdiff

M

forc�e sinuso��dalement �a la pulsation 
. Il y a donc r�esonance lorsque 
 = !r .
Lorsque Z ! Zc, Kdiff ! K et !r ! 0.
Lorsque Z ! 1, Kdiff ! 0 et !r s'identi�e �a la pulsation propre

(
p
K=M) du cylindre suspendu isol�e.

III.4.c. R�esonance en amplitude ) d�ecalage de !r et diminution du
facteur de qualit�e de la r�esonance.

En notation complexe, on a :�
M(
2 � !2r )� i


	
~Æh = Kdiff�z

ainsi, lorsque 
 = !r on a ~Æh et �z en quadrature, i.e.  = �=2 et ce quelle

que soit la valeur de .
Cependant, plus  est �elev�e plus le changement de phase de � �a 0 est

\mou" et plus la d�etermination de la pulsation !r est impr�ecise.

III.4.d. Le signal de sortie est redress�e de fa�con synchrone par multipli-
cation avec le signal d'entr�ee envoy�e en r�ef�erence. Contrairement au signal
utile, le bruit n'est pas redress�e. Le signal r�esultant est alors moyenn�e dans
le temps par un �ltrage passe-bas ce qui a pour e�et d'�eliminer le bruit,
suppos�e de moyenne nulle. Le signal utile, en revanche se moyenne �a sa
valeur eÆcace. En d�ephasant de �=2 le signal de r�ef�erence on d�etermine les
composantes du signal de sortie en phase et en quadrature avec le signal
d'entr�ee. La d�etermination de !r est alors tr�es pr�ecise car le signal en phase
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devant être nul il s'agit d'une m�ethode de z�ero.

III.4.e. En di��erentiant !2r = (K�Kdiff)=M et en utilisant que Kdiff =

pB h
�(p+1)
eq on peut �ecrire :

�(!2r) = �
1

M

dKdiff

dheq
�heq =

p(p+ 1)B

Mhp+2eq

�heq

soit en passant au logarithme :

log
�heq
!r�!r

= log
2M

p(p+ 1)B
+ (p+ 2) logheq

En repr�esentation log{log, on s'attend donc �a des r�egimes asymptotiques
repr�esent�es par des droites :

� r�egime non{retard�e de London (p = 2) ) pente 1/4,

� r�egime retard�e de Casimir & Polder (p = 3) ) pente 1/5.

� transition vers � ' 20 nm.

Les donn�ees exp�erimentales de la �gure 2 sont en excellent accord avec
ces pr�edictions, en particulier le r�egime retard�e de Casimir & Polder est bien
identi�able.
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III.4.f. En �ecrivant que la droite de pente 1/5 passe par le point
�h=!r�!r ' 3:0 nm.s2, heq = 100 nm, on obtient que 6B=M = 3; 3�

10�27 m4.s�2, soit :
B = 3; 0� 10�30N:m3

Or en utilisant l'expression du III.1.g. pour fs et celle du III.1.e. pour
� avec n = 7 on obtient par identi�cation :

B =
�2

15
RC0�2

et donc :
C 0�2 = 2; 9� 10�28 J:m

Par ailleurs, la formule de Casimir & Polder donne :

C 0�2 =
23 ~c

4�

���
4�

�2
=

207 ~c

64�3

�
�r � 1

�r + 2

�2
= 3; 6� 10�28 J:m

NB. L'ordre de grandeur est tout �a fait satisfaisant ; l'�ecart �a la valeur at-
tendue est en dehors des incertitudes et signale que l'hypoth�ese d'additivit�e
des interactions n'est pas correcte en phase condens�ee.

III.5.a. On est alors en \�eclairement parall�ele".

III.5.b. Interf�erom�etre de Fabry-Perot. La condition d'interf�erences con-
structives correspond �a toutes les ondes en phases, i.e. :

2h = p� ;p 2 N

La transmission du dispositif est alors maximale.

III.5.c. En �eclairage spatialement incoh�erent, les interf�erences sont lo-
calis�ees au voisinage du \coin d'air" | il s'agit de l'analogue �a N ondes
des anneaux de Newton. L'argenture des surfaces, augmente la �nesse des
anneaux par rapport au dispositif �a deux ondes.

III.5.d. La frange (anneau) d'ordre p correspond �a un chemin optique
pour un aller-retour 2h(�p) = p� o�u h(�p) est l'�epaisseur du coin d'air �a la
distance �p de l'axe de la sph�ere �equivalente. Dans la limite o�u �p � R on
a :

h(�p) ' h +
�2p
2R

d'o�u la relation :

h +
�2p
2R

= p
�

2
; p 2 N
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Le premier anneau visible correspond �a pmin = [2h=�] + 1 o�u [ ] d�esigne la
partie enti�ere.

En portant les rayons des anneaux au carr�e en fonction de leur num�ero,
on doit obtenir des points align�es sur une droite de pente R� ce qui permet
de d�eterminer R en utilisant une source monochromatique.

Cette droite coupe l'axe des abscisses pour un \num�ero" n = 2h=� �
[2h=�] dont la connaissance n'est pas suÆsante pour d�eterminer h dans
l'absolu.

III.5.e. En lumi�ere blanche chaque anneau est �etal�e en un spectre con-
tinu. Au fur et �a mesure que la distance au centre augmente, les ordres se
recouvrent et �nissent par donner du blanc d'ordre sup�erieur. On ne peut
plus appliquer la m�ethode pr�ec�edente pour d�eterminer R ou les variations
de h.

Chaque point de la fente, �a la distance � du centre, donne �a travers
le r�eseau un spectre constitu�e de quasi-points lumineux pour les longueurs
d'ondes correspondant �a des interf�erences constructives pour l'�epaisseur lo-
cale :

2h+ �2=R = p�p(�)

Compte-tenu de la g�eom�etrie du dispositif, les �p d�ependent de � ; le plan
image du spectrographe �a r�eseau peut donc être rep�er�e par � perpendicu-
lairement �a l'axe de la fente et par � parall�element �a la fente. L'�equation
ci-dessus d�e�nit dans ce plan une famille de paraboles param�etr�ees par les
entiers p correspondant �a des franges lumineuses clairement identi�ables
même si leur teinte �evolue continûment.

p

 = cte

p

p+1

p+2

p+3

p+4

p

NB. Il s'agit en d�e�nitive d'un spectre cannel�e.
Avec une source monochromatique, on observerait un ensemble discret

de points luminueux, trace des anneaux de la question pr�ec�edente suivant
l'axe de la fente.
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III.5.f. En se limitant au point source correspondant au centre du dis-
positif (� = 0), on d�etermine les �p = 2h=p. Pour h assez grand (h > 400
nm), il y a au moins deux points dans le visible et si on porte 1=�p en fonc-
tion du num�ero de la frange, les points doivent s'aligner sur une droite de
pente 1=2h. On peut ainsi d�eterminer h.

III.6.a. La recherche des ordres d'interf�erences constructives revient �a la
d�etermination des modes stationnaires de la cavit�e dans la limite o�u le co-
eÆcient de r�eexion est quasi-in�ni ; en e�et, un maximum de transmission
a lieu lorsque la cavit�e est le si�ege d'une onde (quasi-)stationnaire.

III.6.b. Dans ces conditions, les �equations de Maxwell se r�eduisent �a :

r: ~E = 0

r: ~B = 0

r� ~E = �@
~B

@t

r�
~B

�0
= �0�r

@ ~E

@t

avec �r = 1 dans l'air et �r = n2 dans le mica2.

III.6.c. Les champs sous cette forme sont bien de divergence nulle et sont
solutions des deux derni�eres �equations de Maxwell si et seulement si :

@Ex

@z
= �! By

c2

n2
@By

@z
= !Ex

avec n = 1 dans l'air.
D'o�u, en combinant les deux �equations :

@2Ex

@z2
= �n

2!2

c2
Ex

@2By

@z2
= �n

2!2

c2
By

2On aura not�e que la relation de l'�enonc�e intervertit �r et n.
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On trouve bien par identi�cation les relations de dispersion :

!=ki = c=ni

avec n1 = n3 = n et n2 = 1. On a donc e�ectivement k1 = k3 = n k2.

III.6.d. Si on fait l'hypoth�ese que l'argenture se comporte comme un
m�etal parfait semi-in�ni dans lequel ~E = ~0, la continuit�e de la composante
tangentielle du champ �electrique impose :

~Ex(e+ h=2) = ~Ex(�e� h=2) = 0

Aux interfaces air-mica, on a �egalement continuit�e :(
~E
(1)
x (�h=2) = ~E

(2)
x (�h=2)

~E
(3)
x (+h=2) = ~E

(2)
x (+h=2)

La continuit�e de la composante tangentielle du champ magn�etique en l'absence
de courant impose :

~B(1)
y (�h=2) = ~B(2)

y (�h=2) ) d ~E
(1)
x

dz
(�h=2) = d ~E

(2)
x

dz
(�h=2)

~B(3)
y (+h=2) = ~B(2)

y (+h=2) ) d ~E
(3)
x

dz
(+h=2) =

d ~E
(2)
x

dz
(+h=2)

III.6.e. Il y a 6 inconnues (les A�i ) complexes. Une fois celles-ci d�e-
termin�ees, le champ complexe ~E et donc le champ ~B sont enti�erement
d�etermin�es. Les �equations de Maxwell sont enti�erement exploit�ees et seules
les conditions aux limites peuvent permettre de r�esoudre le probl�eme. Il y
a 6 �equations complexes, a priori ind�ependantes ; le probl�eme est donc bien
pos�e.

En injectant l'expression cherch�ee pour ~E
(i)
x dans les conditions aux lim-

ites, on obtient un syst�eme de 6 �equations lin�eaires homog�enes �a 6 inconnues
dont les coeÆcients font intervenir k, n, h et e. Ce syst�eme n'admettra de
solutions non triviales ( ~Ex � 0) que si son d�eterminant est nul ; ceci fournit
une relation entre k, n, h et e qui traduit le fait que les modes stationnaires
de la cavit�e sont quanti��es.

NB. L'ind�etermination d'un des A�i qui r�esulte de cette condition traduit
le fait que l'�energie emmagasin�ee est une grandeur non-sp�eci��ee dans le
probl�eme ; comme celui-ci est lin�eaire, cette grandeur est e�ectivement in-
di��erente.
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III.6.f. L'�equation est �equivalente �a l'une ou l'autre des deux �equations
suivantes : �

tan(kh=2) tan(nke)� n = 0
tan(kh=2)= tan(nke) + 1=n = 0

Dans la limite o�u h! 0, les deux �equations deviennent :�
tan(nke) � 2n=kh! +1) nke = �=2 + p� ; p 2 N
tan(nke) � �nkh=2! 0) nke = p� ; p 2 N

Ces relations sur nke se combinent en une seule : 2nke = p� ; p 2 N o�u
on a red�e�ni l'ordre p de fa�con �a ce que les ordres impairs correspondent �a
la premi�ere �equation et les ordres pairs �a la seconde.

En posant k = 2�=�0p :

2� 2ne = p�0p ; p 2 N

ce qui est exactement la condition d'interf�erences constructives en transmis-
sion pour un milieu d'indice n et d'�epaisseur 2e.

III.6.g. On peut donc d�eterminer e en portant 1=�0 en fonction du
num�ero de la frange visible et en d�eterminant la pente (1=4ne) de la r�egression
lin�eaire.

En se limitant �a �0p 2 [400 nm, 800 nm], on observerait pour n = 1; 59
et e = 1�m les ordres p ' 8 : : :16.

III.6.h. R�ecrivons les conditions de la question III.6.f :

cotan (nke) � kh

2n
ou

tan(nke) � �nkh
2

posons dans les deux cas :

k =
2�

�0p + ��p
' 2�

�0p

�
1� ��p

�0p

�
= k0

�
1� ��p

�0p

�

On d�eveloppe alors cotan et tan :

cotan (nke) = cotan

�
nek0

�
1� ��p

�0p

��

' cotan (nk0e) +
�
1 + cotan 2(nek0)

�
nek0

��p
�0p

' nek0
��p
�0p
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tan(nke) = tan

�
nek0

�
1� ��p

�0p

��

' tan(nk0e)� �1 + tan2(nek0)
�
nek0

��p
�0p

' �nek0��p
�0p

D'o�u en identi�ant dans chaque cas :

��p
�0p

=
h

2n2e

pour les ordres impairs et
��p
�0p

=
h

2e

pour les ordres pairs.

Pour une incertitude sur ��p=�
0
p de 10

�4, l'incertitude sur la d�etermination
de h=e est 2�10�4 pour les ordres pairs et 5�10�5 pour les ordres impairs,
soit une incertitude sur la d�etermination absolue de h de �h ' 0,2 { 0,5 �A !

Pour que le facteur limitant dans cette d�etermination soit bien le point�e
des franges, il faut que l'indice de r�efraction du mica intervenant dans �0

soit connu �a mieux que 10�4 pr�es.

III.6.i. Dans la limite o�u h = 0, les modes d'ordre impair sont tels
que l'�epaisseur optique (2ne) de la cavit�e correspond �a un nombre impair
de demi-longueurs d'onde. Dans ces conditions, il est clair que le champ
�electrique est pair, donc non nul en z = 0. Au contraire, pour un ordre pair,
le champ sera nul en z = 0. Lorsque h devient non-nul tout en restant assez
petit devant e, la continuit�e de Ex et de sa d�eriv�ee nous indiquent que la
champ dans la lame d'air restera quasi-nul pour les ordres pairs et maximal
pour les ordres impairs. Les ordres pairs seront donc tr�es peu sensibles �a la
nature de la couche intercal�ee, au contraire des ordres impairs.

p=1p=2
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