CONCOURS EXTERNE DE L’AGREGATION DE PHYSIQUE
SESSION 2005
Solution de I'eépreuve A (composition de physique)

proposée par Rémi BARBET-MASSIN et Peter HOLDSWORTH

PARTIE 1. ONDES EN PHYSIQUE CLASSIQUE :
COHERENCE ET PAQUETS D’'ONDES

Section A : Cohérence des ondes lumineuses

A.1 : Mise en évidence des trains d'onde. Expérienc e d’Arago :

A.1.1: Interférences en lumiére parfaitement cohénte :

>

a) a étant petit (<1°) on peut confondeeet sa tangente>a=2fa, d>>f>>a,
a<1°=1,7. 10 rad.
b) Théoréme de Malus, le plan de sortie du lasér ues plan d’onde, S et

S respectivement sont des surfaces d’ondes limites oledes sphériques

convergentes issues de la lentille.
c) La LSR sépare le faisceau incident en deux daisc identiques, d’éclairement

moitié de I'éclairement incident donc, en revermhamplitude,‘s'o‘:solx/i.
d) Les ondes sphériques issues des deux soucest S ,sont vues en termes
d’amplitude D}r/ de facon identique ceﬁrl:%«l. Il n’en est évidemment pas de

méme pour la phase, vu que la comparaison deftxatice de marche est faite par
rapport a,.
e) gP)=sexp@i v t)xA
A{exp(2i my(0g+S P)+exp(2i mo(So+S,P)}
=e=59 = Sp{l+exp(® }{ 1+ expt ¥ )
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@=2i 005~ 0)+2i o(S,P-S P) =¢£=25% (1+cos(¢))=4s'500§(%)

f) Les surfaces d’iso-éclairement sont données¢gssronst=(S,P-S P)=const, ce

sont des hyperboloides de révolution autour deel’&sS,, dont l'intersection
avec I'écran donne des hyperboles assimilables @tes tant quO©P<<d . Ces

droites sont perpendiculaires a I'a%es, .
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g) L'interfrange i est la distance séparant deux droites consécutigesnéme
éclairement et correspond a une variationgdele 27 et donc une variation de

(SP-SP) de A,. Vu l'allure des franges on travaille dans le ptn la figure
avecy=(Q pour P et doncS,P?-§ P?=(x—a)?+d?—(x?+d?)

_2 +92
=S P-§P=—2axsa? SP-§P = AP -§P)=-3Ax
_Ad_Ad_ d
T a 2fa 2fao,
Poura~1°=17x102rad, f 4103m ,A,~5x107" m, =i ~L4cm

h) Emax=4S3, au lieu de 2s3en sommant les éclairements, mais on a bien
Emoy=2S3, I'énergie en plus dans les franges brillantesceé qui manque dans les
sombres....

A.1.2: Role de la polarisation :

a) Un tel polariseur agit comme un projecteur, @sshnt passer la projection du
champ sur une de ses directions propres et enksrdde champ sur la direction
perpendiculairad's (polariseur idéal)

E = Eq cos(8)i, +Eq sin(8).d
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Apres le polariseur on récupéigcos@u,—=£=£,c088, c’'est la loi de Malus.

b) * Si B et B sont paralleles, on récupére aprés eux des \obmtijui restent
paralléles entre ellesrkl®) et donc on peut rester en scalaire.
* SiR et B sont perpendiculaires, on perd les interférengmseis du terme croisé
S.$+SS, qui devient§.§+§.S, avec ici un produit scalaire nul c&[ls, . Ici

£=8 §=(3 +5).(5+$)=53+5.5+§.5 . Donc siR| |R, le calcul est le méme qu'en

A.l.1l.eetsiB OR, : £=2s3, éclairage uniforme de méme intensité moyenne.
c) Sila polarisation incidente est parfaitemeriini€, on a pour les amplitudes :
Lasel =B =R =L

st s

> 5 0050V, = ) cof( 0,

Lasel =B =R =L

% = %sin@)ip2 = E%Sin? Ops

Le calcul d’éclairement ici redevient scalaire avec
£:%§5(co§9+sin269+s'ocos(6)sin(@cos@):%s% (I+sin(26)cos@)) .

On remarque<£>=%s'5 au lieu de<e>=2s3, a cause des polariseurs qui absorbent une

partie de I'énergie incidente , mais il y a réagpar des interférences sauf 8 00 71/2
(dans ce cas? ou B, arréte totalement la lumiere => pas d'interférenpessibles). Le
contraste ici est moins bon qu'en A.1.1. saufsnin  (équi-partage).

*En réalité on n'observe pas la réapparition désrférences car a chaque train d’onde

la direction de la polarisation changét af8atoire=><sin26)cos@)>.= 0 L'onde n’est donc
pas parfaitement monochromatique.

A.1.3 :Cohérence de polarisation : trains d’'onde :
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a)

b) *En I'absence de polariseurs, comdre<cr , ce sont essentiellement les ondes
d’'un méme train qui interférent entre elles, ldwaiions sur deux chemins différents
restent essentiellement paralleles entre elleadghgeant les effets de polarisation
trés partiels induits par LSR entre autres).

*avec B ,B, et B, on a vu que<sin@d4t))cos@)>= @'ou I'absence d’interférences
lors de I'observation sur un grand nombre de trdioades.

*Avec P, en plus on projette tous les trains d’ondes indglesur le méme
direction ce qui revient a fairé=n # a modifiers,//2 en s)/\/fcos(ﬁ—nM) , ce qui
donne poure :

g=57%<co§(e—n/4)>(1+cos(¢))

Avec <cogx>=1/2, les interférences réapparaissent donc bien ici.

A.2: Analyse de Ila forme dun train donde: wutli sation de
I'interférometre de Michelson :

A.2.1 : Source monochromatique :
a) Les réflexions sur (SP) équivalent a des syespar rapport a ce plan, il est donc
équivalent de considér&ou sa symétriqué& par (SP), y compris en termes de

chemins optique, si on considere (SP) idéale. Dmengn peut remplac€M, par
son symeétrique par rapport a ($M), qu) est alors paralléele @,) vu les

hypotheses. Si on appel® et O, les projections d© sur (M, )et (M,) on obtient
alors le schéma suivant :
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00’2 M’
0O
s

=e=0,0', et S et S, se déduisent d& par symétrie (M, ket (M} )(réflexions
sur ces miroirs) et sont donc distante?de
b) * On observe des anneaux circulaires centréaste S'S si on observe a distance

finie (intersection des hyperboloides vus en Aflatec un plan perpendiculaire a
I'axe de symétrie de révolution de ces hyperbokide

*Si on observe dans le plan focal d'une lentilleneergente, on est en fait a
I'infini, et & un point sur I'écran correspond samkent une directiom des rayons
incidents sur la lentille. L’axe de la figure ekira I'axe optique de la lentille.

c) *Tout déplacement d& latéralement ou en profondeur ne change pasueaefig-
dessus ; les rayons convergents Mrsont associés a une différence de marche
2ecosf) indépendamment du point source dans le cas d\aditsen a I’ infini.

*A distance finie : un déplacement latéral correxba un déplacement du systéme
d’anneaux associé (déplacement de I'axe associé).

Un déplacement en profondeur correspond a un étmgient du systéme
d’anneaux (cf. hyperboloides).

d) On en déduit un brouillage progressif des dififés systemes d’anneaux associés
aux points sources, sauf dans le cas de I'observatil'infini ou la figure ne
dépend pas de la taille de la source. Il y a leatitin des interférences a I'infini, et
ce sans limitation sur I'étendue de la source (am@ment au cas des franges du
coin d’air).

e) Méme calcul qu’en A.1.1.e. avec il et d5,=0, car le chemin optique pour aller
de S a P viaM, est le méme que celui pour aller 8ea P . Idem pourS, via
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M, . On arrive donc &=¢&,(1+cos(@ pvec@=27m0,(SM-SM )et
(SM-§ M=($ H)=2 eos()car(H,M)=(S,M)via le théoreme de Malus.

f) Si (SP) est d’épaisseur finie, le traitement semi-réflésant est sur une des deux

faces et les rayons passant phret M, ne traversent pas le méme nombre de fois
le milieu d’'indicende la lame : ici (1) traverse une fois et (2) traisf

M,

(SP)

é}
>
>
vV

@1 1@

/e

On rajoute alors une compensatrice qui réglée lpla la séparatrice rajoute sur
le trajet (1) les traversées manquantes. Cette eonsairice est du méme indice

net de méme épaisseur que la séparatrice.
a) Exemple avec lampe spectrale :
1. Réglage géométrique, source a l'infini (autolicwtion), observation a
linfini => chaque point source correspond a uneection incidente du
faisceau lumineux qui donne autant de faisceauxg@malans des directions
distinctes que de surfaces non-paralleles au sete fture 5. On confond les
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images en réglant I'orientation de;Mar rapport a Iy, mais ceci a la précision
de I'optique géométrigue~quelques minutes d’angtes reste un coin d’air.

2. On éclaire alors I'ensemble de la surface damimien faisceau quasi-
parallele. On observe l'image géométrique des msirdiocalisation des
franges) et on chariote jusqu’a la position olvom des franges.

3. On ferme le coin en réglant I'orientation t#, jusqu’a n'observer qu’une

seule frange sur les miroirs.

4. On se place en lumiere convergente (pour avbis ml'inclinaisons
différentes possible) et on observe a l'infini.

Le chariotage fait alors défiler les anneaux et regle le parallélisme
séparatrice/compensatrice en rendant les anneauaires.

A.2.2 : Obtention d’un profil de raie :
=1 (7 #t- - i
s(@= 7| (t-texpi(as-chhexptigdt

—__\/ét_ﬂ j f(t)exp(w—aw)t)dtexd((w -t —¢)

a)

S(@=5,(exA((@-0t-#) => |s (] Fs,(] ne dépend donc plus deni de
b

b) Si on néglige tout recouvrement et en consideran comme la durée
caractéristique d’un train d'onde, on a:

<ss >, =%J':+Tz_§_*§ dk%Zj:_g_*@ (et en utilisant Parseval-Plancherel
k k
* 1 2 2 . . .
<s$ >t=sz‘§<(@‘ dwavec N=T/r, intégrales identiques
K e

= e=1 [Js (o

c) L’éclairement peut s’écrirde=Bu(w)dw=Bs(0)do avec a=27co=da=2cdo

Et donc Bs(0)=27CB.(w)
d) Les ondes a différentg du paquet d’'onde sont incohérentes entre elles; dan
somme les éclairements. Dans l'intervailg+do on a :

de=By(0)do(1+cos@wd))=>¢= [ B.(0)do(l+cos@ o))
ici 0=2e=2vtet donc en choisissant bien 'origine de temps
£(t) =j°° B, (0)(1+ cos(4wvt )do . Si on posey =47wovon a alors

g(t) = J' B (a)(1+ expiat )+2exp6| Wt )j477v et si on pose

Ba(ﬂj alors
478

&(w)= N;—m

a)=2-[&(@)dar + 1 [&(@)expianrexptianfa = s +2;

Corrigé composition de physique — agrégation externe de physique 2005 Page 7 sur 7



& est un composante continue gé q@) ne donne dans la FFT qu’une contribution a
fréquence nulleg est la fonction de t dont la TF est précisémgiity et & est son
conjugué (cak, est réel,B; I'étant).

On obtient ainsi par FFT la somme d&(o et)Bs(—o)a une constante

multiplicative pres, et via le correspondanoe=4ov, v,=2ov, Bs(0) est centré sur

les fréquences optiques, dos(o e) B,(—o) ne se recouvrent pas. En ne gardant
gue les fréquences positives on conserve &rA37 seulgment.
* En pratique , le logiciel considere le sigrat cbinme périodique de période
Tenregis=A/V, d’ou un développement en série de Fourier surfriéguences

k(v/A) aveck entier. La solution est dongA pour ¢, et 1/2A pourg .

* Avec les motorisations dont on dispose dans leselyw n’est pas constant (on
cherche ici une stabilité de ~1% si on veut avaoi tésolution a ’Angstrom). I
faut alors récupérer la fonctiont (&n utilisant un étalon monochromatique tel
gu’une raidaser en méme temps que le signal mesuré et env@oant.

« En chimie cette technologie est utilisée danspestros infrarouge.

e) Principaux profils de raie :

2
Gaussien exp{ Cal) j Lorentzien ——A
IH(w-aw)’r?
f) A basse pression I'élargissement gaussien st lieffet Doppler di a 'agitation
thermique des atomes émetteurs.
A plus haute pression l'influence dominante estecdes collisions, donnant un
élargissement lorentzien.
g) Avr ~lpropriété intrinséque de la TF.

Section B : Paguets d’'ondes, vitesse de groupe :

B.1: Description d'un paquet d'onde spectralement étroit, vitesse de
groupe :
B.1.1:
oy (GD) :@) _ 1
a)k(w)=k(wp)+ Ve en posant vy dk .. Tak
a)‘%
W=ty *(w-aw)

B=d(a) (@) Par) = +(wr-ar) P
=>exqi (at—kxg)=expi(at— kox+¢o)exp(w%)[t— +¢}

=>X= F(t— jexp(abt Kox+¢@,) avec

P12 e apexitera -2 o A@=Aae(@-a)p.
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b) La porteuse est a, la modulation a(w-aw, dvec Aw<<wy (ailleurs I'enveloppe
est nulle cafA'(«)|-0)

porteuse se déplagant/azﬁ

Ko

g

enveloppe se déplag;anlva(E(t —l)j
Vv

B.1.2:
a) Le maximum est obtenu quand toutes les conioibside F interferent d’un fagon

constructive, a savo(n—vﬁ+¢'o)=0 => X (t)=vet+Vved'o (X (0)=Ved'y).
[¢]

b) Ici, pas de déformation puis que la méme fanck décrit I'enveloppe a tous

instants a une translation preés.
c) Dans le cas d'un paquet d’onde large, on le m@ose en paquets plus petits,
chacun ayant alors sa propre vitesse de groupe.résulte alors une déformation

progressive du paquet largewsidépend explicitement de .

B.2 : Interprétation interférentielle : stationnari té de la phase :

B.2.1:

= —ﬂ %: = X ' —
a) Jdup=t da)X+da) >0=0pourt Vg+¢0 0.

b) Il s’agit de considérer ici que toutes les ondegpaquet d’'onde sont en phase les
unes avec les autres («interférence construcliveais cette phase commune
n'est pas forcément un multiple d&, c’est la phase moyenne, i.e celle de la
porteuse. On parle de stationnarité de la phaswugtes les ondes du paquet ont la
méme phase au maximum de I'enveloppe (extremuny delonc au deuxieme

ordre pres).

B.2.2:

a) Le «calcul est le méme quen B.l.l.a et consisee écrire

w:¢(%,t,x)+g—f)(a)—ab) :>g—‘é/):constet donc t—-—X=conston est sur le méme
Vg

point de I'enveloppe (méme valeur de la fonctin.

b) PourC# Q la phase des différentes ondes du paquet valés @tterférences entre
elles sont donc moins constructives, d’autant mquesC est grand. SC est trop
grand on aura « brouillage » des ondes les unespport aux autres et le signal
résultant sera voisin de zéro : on sort donc duig@iaq

c) Si on peut associer deux a deux les ondes paetles interférent destructive
ment (comme en élargissant la fente source pourfdeges de Young par
exemple),on est aux limites du paquet (le détgkdé évidemment de la forme de

; al// AY/ N
A(w)) et pour cela il faut qu%mx 5 )—iﬂ.

Corrigé composition de physique — agrégation externe de physique 2005 Page 9 sur 9



B.2.3:

t—ﬁ+¢'0: 271t

a) On écrit que les limites du paquet d’onde saminées par o Aot | gy
t—&+¢'0:——2ﬂ

Vg Ao
donc &X=_471_ On écrit ensuiteshot:(g—k)ﬁmot et doncAkmFM et finalement
Vg Aot w Vg

AXAKio:=47T .
b) A x fixé on aura de mémAt:‘tl—tz‘—A“C;7 =>AtAwy=477. On retrouve donc & un

ot

facteur 2 pres le résultat A.2.2.9.

B.3 : Application : sillage des bateaux :

.B.3.1:

B.3.2:

B.3.3:

a) Il s’agit d’ondes mécaniques de surface ou orakegravité. X(xt) est ici le
déplacement vertical de la surface libre par rapgda position d’équilibre.

b) On peut négliger l'influence de la tension sfipmlle car on s’intéresse ici a des
longueurs d’ondes supérieures a la longueur capifpour I'eau, quelques mm).

c) gcar il n’y a aucune échelle de profondeur carastifrie ici.

[glems?, [wles, [k=m=> & =kg

o) 2uct=raek, w=4¢-4 3 HfeH

a) L'interaction des ondes avec le bateau est aytlus grande que la hauteur de
'eau a la proue est élevée, d’ou le résultat.

b) Les ondes cherchées sont alors « figées » @ani&fdrentiel du bateau : surfaces
d’ondes indépendantes du temps (« stationnairesis pour les ondes ici le terme
est ambigu).

c) En notantO, un point fixe origine du référentiel considéré ilgain on a
r=0,P=0,0+0P=Utr [, => expi(at—Kel)=(eXp{(ct—Ke.0t)Kalpmenf. Ce
terme est figé pouraw=k..l(donc k.0>0) et donc aw?=kiusirta=gk.avec

_ g R . . , e e, .,
Ko Sireg Donc a chaque directiof@r son vecteur d’'onde privilégié.

a) On a cherché a assurer la stationnarité de disqorsoiti(lza.ﬁmau 0 donc

da
I . o _ g dk, __2cos(@)
dalsin@=Arf0a. (1) fixés. O ko=ppgiy et donc == ida.

S@ cin(ry— .
@ kssin(a—p)+ks.cosi@—-£)=0

i 0Kz i g A . 2co
D’ou . sin(a—-p)+k.cosi@-p)=0 devient SN

=>tan(@-p :%tan(a) .
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b) On constate sur la courbe que la condition mesiplie lorsquex varie, que pour

ﬁs,aﬂax, d’ou le cbne. tan@— tan(a) - X

srtartg o’ oSt maximisé pour

2+x2-2x2=0=>x=v2 et donctan(@)=v2, a=5474°, tan(ﬁ):ﬁ, Lrnax=19.74°

Le cOne caractéristique est indépendant de lasétds bateau, seule la structure, a
I'intérieur des crétes en dépend.

c) Les crétes correspondent a des lieux ou lessoddegphases stationnaire sont en
outre a leur maximum, c’est a dire a une phaseipeiitle 272 , comme en 0. Une

ligne de créte est donc caractérisée kaf=2msr , m entier fixé. On peut les

construire en fixan3 : la courbe 7 donne, , a, puis k, et k., par kﬁ%et

enfin 1, et r, associés pad,sin(a; —Hr. =2ms, d’ou deux branches par créte. En
particulier la branche correspondant a l'axe palaléli a 90° est celle associée
aux grandes valeurs de. Pour ,8:0:>,02:90°,:>kﬂ=% et %rz =2msr. L'écart

T2 . L. .
et ceci donne accésuai on dispose

entre crétes successives est ddwe

d’'une échelle (taille du bateau par exemple).

PARTIE 2 . ONDES EN MECANIQUE QUANTIQUE:
COHERENCE ET CONFINEMENT

Section A : Incertitudes

Al:
a) EXb=Eexpg(at—kx)
) rotE=-9,B, divE=0 rot(rotE)=grad(divE)-AE
rotB=py&,0: E, divB=0 =—0,(rotB)=—|,&,04E
_ _ _ _ W
=>AE - Yy&,07 E = 0= —k°E — Y&, (FE) = 0= k? = Yyg,0f = W% et
Vg, tous deux égaux@ne dépendent pas de, le milieu est donc non-dispersif.
c) Etude spectrale du rayonnement du corps noir gg@mple ou effet photo-
électrigues=hv=hcw .
A.2:
hy A=h.
Y

i) Une particule est ici associée a une onde mawochtique sip est parfaitement
connue, ce qui donne une onde d’extension infinie.
i) p=v2mEet E=10eV=>A=39A. La diffraction par des électrons de cette gamme

d’énergie donne acceés a la structure de la maiénes petite échelle-application :
diffusion par maille cristalline, par exemple.
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A3:

A4:

Ab5:

A.6:

a)

b)

b)

d)

¢)
h)

On utilise par exemple un faisceau d’atomesdfra@n chute libre a partir d'un
point, qui arrivent sur les fentes tous a la méitessge. Les atomes sont détectés
sur une plaque (écran) a environ 1 meétre en destemigentes. On observe des

franges d'interférences qui se forment avec unrfistege iJ?D oU)I:%(cette

valeur est en fait intégrée sur le chemin car pevan chute libre). On voit en
méme temps les impacts individuels des atomes.

*Chagque atome est détecté individuellement puscule. .

*Avec une seule fente les interférences dispamisse

*Les impacts sont individuellement aléatoires : mpdr@ene probabiliste dans
lequel ce ne sont pas les intensités qui s’ajoutes les amplitudes des fonctions
d’ondes, dont le carré du module représente laitdeds probabilité=>d’ou les
interférences : avec deux probabilités séparées guague fente différentes de
zéro, on peut obtenir une probabilité pour I'enslem@ui est nulle. L'onde
associée au faisceau incident monocinétique estompmativement plane et

proportionnelle aexp(k.F-at dvec p=hket E=hc (ou autre chose, en ce qui

concerne la deuxiéme relation).
L’expérience permet la mesure det donc le lienp=ik mais elle ne permet pas

la mesure dex qui s’élimine dans le calcul du module au carrédadsomme=>o0n
ne peut donc a priori pas préciser ici le lien gieefréquence.

271 = _p? _hk? _w- P _dw-_P
k= /1:>pth >m =hw 5m On a donc =% K om’ Vg—dk m et

Vg=2Vy et on a bien un milieu dispersif. (Ceci est laaiton symétrique au cas des

ondes de surface traité en partie A ou on trow?/egketvg:%w).
. — L2 —— p2 __2m o E — _ h2 .
Ici Ay =—kzy= ﬁw:mw_ 7@// avecoy= 7(//— )= —mAl,U—Ihatl/l.

_p? h2kz 712(4@
=om %+V et doncha)=2—+v => IH——— 2T1

=> ihatz//:—zh—mAz,Mvw

Ceci est une équation linéaire, donc la supéiposs’applique &, c’est a dire a

I'amplitude et non a|¢/|2 densité de probabilité. Les interférences sontcdon
possibles.
p2=—h2A => ﬁziﬁax (on part plutdt pour les ondes de de Brogliepd:@k:iﬁax )

dP:|t,U|2dx, ,0p=|t//|2 avec f Op0x=1.
On doit évidemment avoifszlsoitJ'_m pedXx=1ce qui n'est pas possible pour

lwf =constOxcar l'ntégrale diverge.

g(k)est la transformée de Fourier géx , djapres le formulaire, et le théoréme

de Parseval-Plancherel fournit alq'EOS(/I*(x,O)z//(x,O)dx:f g*(k)g(kydk
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A7 :

b)

d)

<x(t)>:fwz//*(x,0)x1,0(x,0)dx de méme pour <p(t)> avec ici
. hopo o
by == [’ (x0)0,4/(x0)dx.

g(k) estla TF deux ,0d’apres le formulaire= ¢(p) = g(k)%

w(x0) = [ e )(p)p

I P
#(p) = — [ exp-it Xy (x0)dx.

Plus généralementg(k)exp-iat estla TF desxt, gt donc

1 E(p), . P
#(P) =—o—expi(=, =) [ expti—"xuw(x dx

1 = . E
ouencore  @(p) = ﬁj-m eXp—I(%px—%t)t/J(x,t)dx_
Alors fw|g(k)|2dk= fw|¢(k)|2dp=1.
La TF ded ¢ estikg(k)exp-iat donc
-1 P aiPx-EpnP
0.4 = exprilx =0 p(p)dp
1

A © h * [© . p E Ip y IH 4
< p(t) >= — expi(—x——t)— dp. On permute l'ordre d'inté-
p(t) m[_miwj_m pi(-x=—1)—"4(p)dp. On p
gration < p(t) >:ﬁfw p¢(p)dp“_zw*(x,t)expi(gpx—%t)dxj et on recon-

nalt ¢ ()= [ ¢ (cDexpitEx—0x, ot < () >= " ig(p°dp

La généralisation vient de ce que la TFdj¢/ est ('%j p"g(k) et donc la TF de

Py estp"g(k). Le reste du raisonnement est le méme que P> .
On en déduit qu}aﬁ(p)|2joue le réle de densité de probabilité dans I'espies p

et queg(p kst 'amplitude associée.

a) AXAp=7 /2.

oz
» D’apres le formulaire, sg(k):(nézj expEkz/20?)

0_2 1/4

f(x):(—j expExta’ 12)
T

Alors,

_ 1 . (2 2 2 |
¢(p)—(—mzazj exp-p°/2n°o7)

Alors <x>=0et <p>=0(intégrales de fonctions impaires sur I’interva]H@o,oo[) .
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0_2 1/2 0_2 1/2 0_2 1/2
<X2>:[—J I Xzexp<—xzaz)dx:[—J =1 yzexp(—y2>dy=(—J !
T - T g - T g

| :[-%exp(—yﬁlw+%fwexp(—y2)dy:g»Ax(O):O_—\l/E. Le calcul deApvia

@(p) est identique, en replagantpar dou Ap-i’/g et doncAxAp=# /A t=0.

La gaussienne est la fonction qui minimise l'intede de Heisenberg.
i) La durée moyenne de passage de la particule androit donné est liée a sa

dispersion en énergie par la notatiAEAt-% mais le raisonnement n’est pas ici

aussi immeédiat et analogue que celui portantsuet Ap .
j) On retrouve la cohérence temporelle discutéé et les relations du 1.B.2.3., a
un facteur numérique pres (raisonnement en ordggateleur en 1.B.2.3.).
A8:
a) Par analogie avec |.B.1 on écrit ici=w+vg(k-k, 6t on aboutit alors a

Y(xt) =expk,(x- vq,t)J' expi(k —ky)(x-v,t)g(k)dk, soit en posantvs= T:: ,
on obtient Y(x.t) = expik, (X = v t) exp-ik, (X = v ) (x = v, t,0). Ici
I'interprétation physique est identique a celld.&el.1.

b) Pour une particule libre on a aloaszzh k2=> %‘Q’ 7;7‘]( P soit p=my : c’est le

déplacement de lI'enveloppe du paquet d’onde quiassbcié au déplacement
classique de la particule. Ceci est treés logigaectst le paquet qui « localise » la
particule aAx pres.

c) Ce résultat fait intervenir la forme exacte derélation de dispersion et donc
dépend en effet du choix discuté en Il.A.4.a. C@stargument important en
faveur de ce choix.

Section B : Particule piégée dans un puits de poten tiel

B.1. Puits de potentiel infini :
B.1.1:

Historiguement, I'expérience de Franck et Hertz @prifirme les idées introduites par
Bohr sur les atomes d’hydrogene ou plus simplefesnétudes de spectres de raies de lampes
spectrales.
B.1.2:

a) (x)=0en dehors de la régidf,al et donc on ay0)=(a)= 0

oYW __ oy . . .
b) TN _lhﬁ donne, en cherchant les solutions stationng{tgexpiEt/n . )

h? . :
-W':szkzzzhif et donc ¢=Acoskx)+Bsinkx) En appliquant les
conditions aux limitegy=Bsin(kx),ka=n7n , n=123, ........ , la normalisation donne

a Bza
sz sin” kxdx= B%a <sin’ka>=—— =1d’o0 B=, /2 .
0 2 a
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n?n?
C) ko= nn =>E,=5——n?et les niveaux d’énergies sont donc discrets.

2ma?

B.1.3:
a) et b)On utilise la relation de Heisenberg, avee localisation en x Sl[O,a] donc

h V. . . Ap? 72 P

< ~1L ~

Ax<a=Ap aet I'énergie minimaleE, 5m - oma - On retrouveE, a 772 pres,
facteur lié a un calcul plus précis deet Ap : ici on maximiseAx et donc on
minimise Ap, d’autant plus que/ n’est pas une gaussienne (c’est a dire que la
forme dey fait en sorte qué\x soit bien moins qua). C’est donc la localisation
dans le puits qui entraine une valeur non nulle mlus bas niveau
d’énergie=>phénoméne ici purement quantique. Larélisation provient ici du
confinement via les conditions aux limites imposa&&sy .

C) E =24x1018)=152eV. On retrouve ici des valeurs voisines de I'énergie

d’ionisation dans un atome d’hydrogene : le pinfsi, modele simple, fournit déja
les bons ordres de grandeur pour I'évolution déqdes confinées.

B.2. Puits de potentiel asymétrique :
B.2.1:
dy_o

a) D’aprés Schrodlngei?— My/-E)y , en sommant de part et dautre de la
l// dl// . . .
discontinuité : (a+£) (a &)= J' (V E)pdx l'intégrand étant borné, le

second membre => 0 qua@es> dd@hc %—‘f(’est continue et donc augai.

b) L'équation pour ¢x ) s'écrit (en procédant comme en B.1.2.b)

dz)g 2m(E V(X)) =0, 0<a V(X)=0=¢AX)=Asin@x)comme en B.1.2.b car

Y(0)=0et ici q2—2mE .

x>a V(X)=2V, = E-V, <O=¢U(X)=Bexpx/x,) +Cexp /%) et C=0pour quey puisse
étre normalisé (pas de divergence quanebo). x, est donné par

=90 (E)=20(% -E)
C) X est une longueur de pénétration de la particules darpartie classiquement

interdite, sans équivalent classique. En ELM, omowve ce phénoméne pour les
milieux réactifs (plasma en dessous de la pulsatien coupure) ou dans les
phénomenes de réflexion totale frustrée (en ELMsnaaissi généralement pour des
ondes acoustiques ou autres).

B.2.2:
Asin(ga)=Bexpa/xy) /y2_y2 h2y2
chos(qa)—{Xojexp( a/%) =>cotan(y)= - , Y=aa, =V -

y 2ma’
l 2 —\/2 2
yyy en y=y estinfinie : dg__ ¥

dy”yeyimye

a)

b) La pente degy(y)= -
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N |

a(y)

B.2.3:
a) La premiére solution apparait des lors gueranchit la valeur denn Kinon
. . h2m?
cotan(y) et g(y)sont de signes contraires :yﬁn:ﬂlzc»W:m

b) L'état lié étant localisé sur enviram, on lui associe, conformément a la relation
de Heisenbergp~Ap#z @onnant une énergie cinétigue minimale non nulfe (c
B.1.3.ab) qui ne sera inférieureVa (état lié) que pouk, suffisant. Ceci est la
condition pour un état lié et montre I'existencardseuil d’énergie pour avoir un
état piégé. On remarque gWé est plus petit quds; du puits infini, ce qu’on peut
attribuer a la localisation moins forte puisquéedaticule « pénetre » partiellement

dans la zone interdite#t < Apl => E_,,, | aussi.
h2n?
C) W=—8m -2

B.2.4:
2ma? 712
2— EY o 2=""(1+E o, y=TT(14+-2E 71 — ETL
a) y 7 W(1+W) % 4(1+W) y—2(1+W) etdoncy—2+5avec5 AW

b) La solution estici y=y, vu la pente infinie dg(y &ny.
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B.2.5:

B.2.6:

c)

|\>|:I

Alors on a cotan(y):cotan(gw):—é'au premier ordre end donc

/Zma2 T120%h?
- =~ = —_— = — - =
ycotan(y)~—’275—,/y2 Y2= [z 1/\_/0 E et donc \, —E sma et

1 /2 > . . . ., o
—= h—r;n(vO E) =%+O(62). A la limite d’apparition de I'état lié, celui-@st
X

0
d’énergie tres proche dg => particule quasi-libre d’ou la divergence e

Energie répulsive a tres courte distance, ptractive (interaction forte) de portée

finie (a ici) u:(rrrp1+rm1)-1z%:> p=81028Kg .

C'est la différence entre I'énergie de I'étad Bkt celle de I'état dissocié, donc
V, —E=22Mev. .

y est tel qu’il n’y a qu’une seule solution, dqmﬁ77/2,377/2].

h2y2 VO (Vinf) =47.8 MeV
= =>

2U&  Vjy(ysyp) = 431MeV
proche du seuil y~y,;. En utilisant les relations approchées précédentes,

0=022=£=027W . On est dans des conditions un peu limites popligyer une
telle formule-mais c’est parfaitement justifiablang le cadre de la modélisation

discutée ici.

. On a doncV, —E<<V, ce qui signifie qu'on est

Vo

Si V- o, yaussi, et donc le premier solution est donné par

n?n? , .
ylquazﬂ:ql:q{tg: Elef:m et on retrouve bien sur le résultat de
B.1.2.c.
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2_\/2
)yt 2=l on pose y=r- =scomny)=cotan(7- )= 1=-L. on

trouve donc o ‘:%: y=qa=7q1-1/)) et donc E =Ef(1—%/) .

h2
2m(Vo ~Ey= 5 (1P P)=%0=0 .

On obtient Elef(l—}—z/)<E{> lorsque ydiminue (prend des valeurs finies),

X, augmente, ce qui revient a dire que la particuleneéns bien localisée que dans un
puits infini, & cause de sa pénétration partiedlesda zone<x>a . Ceci donne lieu alors
a une diminution dé\p (Heisenberg) et donc une baisse d’énergie cingtigimimale

du premier niveau et donc une diminution de I'érergtale E=E.+V . Le point
important est donc que la délocalisation a poletefé diminuer I'énergie associée au
piégeage conformément aux relations de Heisenberg.

Section C : Double puits

C.1l:
h2m? .
a) On retrouve B.1.2.c et B.2.b.e scrif—2 2 et g=2 car la particule peut étre
localisée soit dans le puits de gauche, soit dals de droite.
b) On avait les solutions a gauche et a droite de forme
\/7$|r(q[ x+(b+—])=¢(x—b‘<a)
\/7 S|r(q[x+(b+aj):¢ Ux+b‘<a)
_ lﬂs—\/—(‘//d"'l//g) _ _ _
et on obtient formes symétrique et antisymétrique.
Ya= \/—(wd_wg)
2
2 Al2+a ] _1 1
C).[ Yetpadx J-A/Z a dx+ J-A/ _wddx_ E+E_O
d) QuandV, devient fini,V(x Jest paire et don¢ permute avec I'opérateur de parité
p. lls admettent donc une base commune de vecteapsgs d'ou le choix de
solutions S/A plutét qued/g ici. C'est-a-dire qu'on attend que la densité de
probabilité associée avec des fonctions propreél deflete cette symétrie et donc
on choisitS/A
C.2:

a) Par symétrie et par analogie avec la partie B rairouve les expressions ci-
dessous dans les deux puits, et entre les deugtataes le cas de B.2.1.b avec ici

les deux solutionexp@x/x, Jalables puisque la zone inter-puits est d’extansio
finie. La solution symétrique conduit donc é@(x/x, et)l'antisymétrique a
P i

shix/x)) . Enfin E=—5—, Xx=—+—%1—
"x/) 2m \2m(V, —E)

comme en B.2.1.b.
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b) On vérifie ici la continuité deyset Y et de leurs dérivées er=tA ./2a
vérification en A /2 suffit a cause de la symétrie des fonctiggst ¢, :

asin(ga) = ﬂc%{%]

B

(S)
—aqcos@a) =— s}{—
Xo

j =>tan(@a) = — g% cothA/2x,), (S

2%
asin(@a) = ’BS}{ZAJ

) /| =>tan@a)=- % tanh(/2%), (A)
—aqcos(qa)=£c E

C.3:
tanr( A j: L1~ expCA/x) = (1-2expEAl %)
a)

2%, ) 1+expEAlx,)
cot?{%) = (L+2expFA/xy))

Dans les exponentielles, on peut alors consid@r%comme en B.2.6.b et

réecrire plus précisémam:q{%j:y(y2—y2)-1/2. D'ou I'ensemble des relations

demandées.
b) On retrouve les relations de B.2.2 au teaygpres. Par rapport a la section B ce
terme permet une levée de dégénérescence entlteubepremiers niveaux.

c) Vo >>E=>y>>yet donc on peut considérer % _);2)”2:%

n B
Ys
™~
\Pente =S
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C4a:

d)

f)

Quandy >, yset y,tendent tous les deux veng=rrpuisque les pentes des

droites sont alors nulles. On posg,=71-0g, => tan(yS,A):JS,Az—%ss,A

Hh2vy2 2772 .
Yéa_ N1 (1_£iA)2:E10(1—2£_;/A) et finalement

ma& 2me

=> JS/A:_%‘SS/A et donc Eg,=

_ 0 4Ef
Eg =B FA E=E(1-2/), A= y expt)A/a)

Il'y a deux facteurs qui contribuent a I'énergssociée ayg, : spossede un
point stationnaire &= €ontrairement a/,. La courbure moyenne dg; est donc
inférieure a celle dev,. Comme I'énergie cinétique varie comnpé, I'énergie
totale est sensible a cette différence de courhtiest la raison pour laquelle
Es<E,.

Es est inférieure &, suite a la délocalisation supplémentaire due asgggset

partage de la particule entre les deux puits. ¢mirbure et localisation sont
séparées mais en réalité elles sont subtilemens)liéQuandA diminue le

« partage » entre les deux puits augmente (dankmite ou A= OEsetE,
deviennent le ler et 2ieme niveau d’un seul puits).

a) f(A) est une fonction positive décroissante/det —A(A)une fonction négative

croissante dont l'influence peut dominer dans kdsws deA intermédiaires. La
somme des deux peut alors passer par un minimumZoeh

Energies
A
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C.5:

Cb6:

b)

c)

d)

b)

d)

Dans le cas (A)f(A et A(A)varient dans me méme sens=>il n'y a pas d’'état lié
stable dans ce cas At «

L’énergie de cohésion est I'énergie a fourniuppasser deA=Aea A= et elle
vaut donc EP—Eg(Aeq)— f(Ae=A(Aeq)—f(Aeq ) Cette énergie est purement

guantique.
Exemple : molécule dil; . La présence dé(A ne suffit pas a elle seule a assurer

la cohésion-il faut aussi la cohérence quantiqteffdt est purement quantique, lié
a la délocalisation et au partage de la particule.

I—A|)t//A>=(E1+A)‘z/JA>, I—Al}z/JS>=(E1—A)‘¢S> de plusy,et ¢ssont orthogonaux d'apres

C.1. et doncH est bien représenté par une matrice diagonale.
Dans la partie C1 on a constryif et (/s via les (s et ¢, de B pourV, = . Ici on

le refait pourV, fini. Noter queyy g = %(Ws +y,) ne sont pas parfaitement nulles

dans le puit opposé mais un diagramme suffira pbustrer I'effet. (yp,g
deviennent les fonctions de Wannier en physiguea deatiere condensée).

(Welpo ) =3 (welps)~Swdwa)=0 et (Wolyo)=2(welps)+3(wiws)=Lidem pour DG et

GG.
HAVD>:ﬁ(E1‘A)‘¢s>+ﬁ(El +AWA)=Eo)~Ais) de méme

- ~ | B —A A A o i
HVG>=E1‘I,UG>_4¢D> = H :|:_Al\ El j|:El| -ATou T G/D>:‘wD/G> ' Operateur
. . , =101
faisant passer la particule d’'un puits a I'aul 10l
A t=0 (//(x,t=0)=%(ws+l//;\) et aprés une durée t quelconque :

(//(x,t):%exp(—iElt/h)((//SexpGAt/h)+(//Aexp(—iAt/h)). Il'y a inversion quand la

particule se retrouve dans I'état c’est a dire

expAt/h)=—expCiAt/h) => cos(Ar/h):O:ﬂ:% .

b) Al quandAt etdoncrt avecA.

c)

Il'y a 2 configurations possibles avec les pmsetd’'un cété ou de I'autre de N. Ce
sont ces deux configurations qui ici sont modétigesr le systeme a deux puits.

d) A=05x10“eV=>r=21x10"set v=24GHz(v=1/21)=> ceci est la fréquence du

maser a ammoniac.
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